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Resumo

Computadores quanticos sao cada vez uma realidade menos distante e, com eles, vem a
grande expectativa de melhorar a eficiéncia de algoritmos que buscam resolver diversos
tipos de problemas considerados intrataveis classicamente. Neste sentido, serd feito neste
trabalho um estudo sobre modelos tedricos de computagao e as principais classes de
complexidade classicas e quanticas, mostrando relagoes de contingéncia e equivaléncia
entre elas, de forma a definir os limites da computacao quantica sobre aspectos tedricos
de computabilidade e tratabilidade. Definindo também as principais rela¢oes em aberto e

conjecturas na literatura sobre a teoria da complexidade computacional quantica.

Palavras-chave: Computagao Quantica. Classes de Complexidade. Bounded error Quan-

tum Polynomial Time.






Abstract

Quantum computers are increasingly less distant reality and, with them, comes a great
expectation of improving the efficiency of algorithms that seek to solve different types of
problems considered classically intractable. In this sense, a study on theoretical models of
computation and the main classical and quantum complexity classes will be done, showing
contingency and equivalence relations between them, in order to define the limits of
quantum computing on theoretical aspects of computability and treatability. Also defining
the main open relationships and conjectures in the literature on the theory of quantum

computational complexity.

Keywords: Quantum Computing. Complexity classes. Bounded error Quantum Polyno-

mial Time.
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1 Introducao

Até meados de 1965 nao havia nenhuma previsao real sobre o futuro do hardware
quando Gordon E. Moore fez sua profecia, na qual o nimero de transistores dos chips
teria um aumento de 100%, pelo mesmo custo, a cada periodo de 18 meses. Essa profecia
tornou-se realidade e acabou ganhando o nome de Lei de Moore (DISCO; MEULEN,
1998).

Segundo Nielsen e Chuang (2010), & medida que a escala dos transistores diminufa,
ela se aproximava cada vez mais de limites fisicos fundamentais. Nos dias atuais, empresas
como Intel e Nvidia apostam em outras alternativas aos chips de silicio, investindo cada
vez mais na Computacao Quantica e também em Computacao Biolégica, para superar

este obstaculo.

A Computacao Quantica é um novo paradigma de computagdo em que se utilizam
sistemas quanticos para se realizar processamento de informacao. E nela sao introduzidos
recursos nao existentes na Computacao Classica. (POLLACHINI, 2018).

Segundo Melo e Christofoletti (2003), a computagdo quantica é uma proposta
para realizar o processo da computacao usando algebra quéantica. A mecanica quantica é
fundamental nesse processo. O computador classico opera com uma sequéncia de zeros e
uns, de modo que qualquer acao computacional pode ser traduzida em ultima instancia
por uma sequéncia desses algarismos. E esses zeros e uns, sdo na verdade estados 16gicos

de transistores. Nao é possivel ter os dois a0 mesmo tempo.

Ja os computadores quanticos mantém um conjunto de qubits. Um qubit pode
conter um 1, um 0 ou uma sobreposicao destes. Em outras palavras, pode conter tanto um
1 como um 0 ao mesmo tempo. O computador quantico funciona pela manipulacao destes
qubits. Com isso, uma colecao de qubits poderia representar uma fileira de ntimeros ao
mesmo tempo, e um computador quantico poderia processar toda uma entrada de dados
simultaneamente (MELO; CHRISTOFOLETTI, 2003).

Com isso, surgem as questoes sobre o poder computacional de um computador
quantico, que motivam a producao deste trabalho. Seriam computadores quanticos capazes
de solucionar problemas que nao podem ser solucionados por um modelo classico de
computac¢ao, como uma maquina de Turing? Seriam os computadores quanticos capazes
de tratar problemas que hoje sao considerados intrataveis nos modelos de computacao
classicos? Quais as classes de problemas que podem ser efetivamente resolvidos com a
utilizacao de algoritmos quanticos? Quais sao as relagoes entre as classes de complexidade

classicas como por exemplo, P e NP, com as classes de complexidade quanticas?
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Segundo Pollachini (2018), a expectativa é que um modelo hibrido entre Computagao
Classica e Quéntica seja a tecnologia emergente no cenario atual; A computacao seria
realizada em um processador quantico para problemas nos quais ha vantagens no uso
da Computacao Quantica, como espera-se que ocorra com os problemas chamados NP-
dificeis. Dentre as principais aplicagdes previstas para a Computagao Quantica, destaca-
se resolucao de problemas de otimizacao, machine learning, desenvolvimento de novos

materiais, farmacos e processos quimicos.

O algoritmo quéntico de Shor (1997), possibilita que fatora¢oes de niimeros primos
e o calculo de logaritmos discretos sejam feitos de forma eficiente, impactando assim
sistemas de criptografias que se baseiam nessa dificuldade pratica, como por exemplo, o
algoritmo de criptografia assimétrica RSA, publicado por Rivest, Shamir e Adleman (1978)

e amplamente ainda utilizado até hoje.

Dadas as aplicagoes futuras e expectativas desse novo paradigma surge a necessidade
de pesquisa em ciéncia de base, preocupada em responder como as coisas se relacionam
e quais sao as potencialidades da computacao quantica, no caso, como se organizam as

classes de complexidade quanticas e quais sdo suas relagoes com as outras classes classicas.

1.1 OBJETIVOS

1.1.1 Objetivo Geral

Este trabalho de conclusao de curso tem por objetivo, realizar uma pesquisa cienti-
fica de base, para apresentar a definicao de classes de complexidade classicas, probabilisticas
e quanticas presentes na literatura, assim como apresentar e definir as relagoes entre as
classes de complexidade que ja sdo conhecidas atualmente e mostrar as que ainda estao em
aberto, definindo um panorama geral do estado da arte da pesquisa nessa area, baseando-se

nas ideias de algoritmos e computagao/verificagao de solugoes.

1.1.2 Objetivos Especificos

Os objetivos especificos deste trabalho sao:

e Apresentar os conceitos fundamentais que viabilizam o estabelecimento das classes
de complexidades classicas e probabilisticas, notadamente as definicbes de Maquinas

de Turing deterministicas e probabilisticas;

e Estudar, compreender e apresentar as principais classes de complexidade classicas e

probabilisticas;

e Estudar e compreender a Computacao Quantica de Circuitos e seus principais

conceitos;



1.2. Apresentacao do trabalho 17

e Apresentar e definir a Méquina de Turing Quantica e seu funcionamento;
e Estudar e compreender as principais classes de complexidade quénticas;

e Apresentar e referenciar os principais resultados e provas referentes as relagbes entre

as classes de complexidade classicas, probabilisticas e quanticas.

1.2 Apresentacao do trabalho

Este trabalho sera apresentado da seguinte maneira: o Capitulo 2, sobre Computagao
Classica, inicia apresentando conceitos béasicos de Maquina de Turing, suas variantes nao
deterministica e probabilistica, em sequéncia define classes de complexidade cléssicas,
algumas amplamente conhecidas como: P, NP, EXP e PSPACE, classes probabilisticas
como: BPP e PP e outras que envolvem protocolos de comunicacao como: IP, MA e AM,

indicando problemas relevantes que pertencem as mesmas.

Ainda no mesmo capitulo serdo mostradas as relagdes de equivaléncia e contingéncia
provadas na literatura envolvendo as classes classicas apresentadas, e de forma iterativa

serd construido um diagrama que representa estas relagoes.

O capitulo 3, inicia apresentando conceitos basicos de computacdo quantica, ne-
cessarios para compreender e definir os modelos de computagao quantica de circuitos e a
variante quantica da Maquina de Turing, no modelo de circuito serdao apresentadas algumas
portas logicas e circuitos necessarios para definir classes de complexidade quanticas, e na
secao da variante quantica da Maquina de Turing, é apresentada a sua definicao formal e

seu funcionamento.

Em sequéncia no mesmo capitulo serao definidas as principais classes de comple-
xidade quanticas BQP, QMA e QIP(k), através dos modelos apresentados, indicando
problemas que pertencem a essas classes e, por fim, demonstrando suas relacoes de

equivaléncia e contingéncia com todas as outras classes apresentadas, classicas e quanticas.

O Capitulo 4, apresenta algumas implicagoes e pontos em aberto nos relaciona-
mentos entre classes. E ao final, no Capitulo 5, apresentam-se as consideragoes finais do
trabalho.
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2 Computacao Classica

Neste capitulo estao descritos os conceitos que formam a base do estudo das classes
de complexidade classicas, como os principais modelos de computacao que sdo utilizados
para definir classes de complexidade, definicbes formais de classes de complexidade e
relagoes entre as mesmas. As relagoes podem ser de equivaléncia, contencao ou até mesmo

serem desconhecidas, baseando-se em provas formais encontradas na literatura.

2.1 Maquina de Turing

Dentro dos diversos modelos de dispositivos de computagao, a Maquina de Turing
proposta em 1936 por Alan Turing, matematico britanico considerado o pai da Ciéncia
da Computacao, é um modelo tedrico de um computador que possui uma fita tnica
representando uma memoaria ilimitada. Segundo a tese de Church (1936) e Turing (1937),
todo processo efetivo (para o qual existe um algoritmo, ou um processo mecénico de

computagao) pode ser efetuado por meio de uma Méquina de Turing.

Segundo Sipser (2006) até hoje esta tese nao foi refutada e o modelo de computagao é
considerado o mais poderoso em termos de reconhecimento de linguagens, sendo equivalente
as gramaticas tipo-0 na hierarquia de Chomsky e reconhecendo as linguagens recursivamente

enumeraveis.

Uma maquina de Turing pode ser definida formalmente, segundo Sipser (2006, p.
148) como uma 7-upla (Q, X, I', 6, qo, Gaceita, Grejeita) Onde @, X e I' sdo todos conjuntos

finitos e:

1. Q é o conjunto de estados.

Y é o alfabeto de entrada nao contendo o simbolo em branco.
I' é o alfabeto de fita, onde Ll e 'eX C T .

§:QxT = Q xT'x {E,D} é a fungao de transicao.

qo € Q é o estado inicial.

Qaceita € @ € 0 estado de aceitacao.

N e W

Qrejeita € @ € 0 estado de rejeigdo, onde Grejeita 7 Gaceita -

Ainda segundo Sipser (2006), a maquina faz a computacao de uma entrada w € ¥*
onde Y* representa o conjunto infinito de palavras obtidas a partir dos simbolos de X,

comegando com uma cabega de leitura/escrita na posigao mais a esquerda da fita e seguindo
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a funcao de transicao definida, podendo deslocar a cabeca a esquerda ou a direita em cada
passo, a computagao se encerra ao entrar em um estado de aceitacao ou rejeicao, caso nao

aconteca, a maquina continua para sempre.

2.1.1 Maquina de Turing Nao-deterministica

Segundo Hopcroft, Motwani e Ullman (2001), uma Mdaquina de Turing Nao-
deterministica difere de uma deterministica por ter a funcao de transicao que para cada
estado g € @) e simbolo na fita v € ', a transigao (g, y) leva a um conjunto de triplas dado
por {(q1,71, D1), (¢2,72, D2), .-, (qk, V&, Dx)} sendo k um inteiro finito e D; uma diregao
de movimento do cabegote. Neste modelo da Maquina de Turing, para cada transicao,

pode-se escolher qualquer uma das triplas para transitar.

Como descrito por Sipser (2006), essa variante aceita uma entrada w se existir
pelo menos uma sequéncia de escolhas de transi¢cdes que conduzam a maquina para um
estado de aceitacao. Apesar dessa variante parecer ser mais potente que uma Maquina
de Turing Deterministica, como uma Maquina de Turing Nao-deterministica pode ser
simulada por uma Deterministica, as duas aceitam exatamente o mesmo conjunto de
linguagens, como mostrado por Sipser (2006, 122). Porém, tal simulagdo na Maquina de
Turing Deterministica pode levar um tempo exponencialmente maior que na variante

Nao-deterministica.

2.1.2 Maquina de Turing Probabilistica

Segundo Sipser (2006, 393), uma Méquina de Turing Probabilistica M é um tipo de
Maquina de Turing Nao-deterministica na qual cada passo nao-deterministico é chamado
passo de arremesso-de-moeda e tem dois préximos movimentos legitimos. Para cada um
dos ramos de computagao é atribuida uma probabilidade e a probabilidade de M aceitar

uma entrada w serd o somatoério das probabilidades de cada ramo de aceitacao.

A Maquina de Turing Probabilistica pode ser definida formalmente, como por Du
e Ko (2014)7 como sendo uma 7_up1a (Qa 27 F: 57 q0, YGaceita, QTejeita)a tendo os mesmos
componentes que uma Maquina de Turing Deterministica, exceto pela fun¢ao de transicao

0 que é definida da seguinte forma:

0:QxI'x@QxI'x{E,D} —[0,1]

Nesta func¢ao de transicdo, a maquina define para cada estado ¢ € @), e simbolo na
fita v € I, para qual estado a maquina deve ir, escrevendo um simbolo na fita e deslocando
a cabeca de leitura para a esquerda ou direita, mapeando cada conjunto possivel a um

valor que indica a probabilidade, entre 0 e 1, de ocorrer.
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A computacao nesta maquina é similar a uma maquina de Turing Deterministica,
porém em cada passo de computacao podemos utilizar um gerador uniforme de nimeros
aleatorios entre 0 e 1 para que a maquina escolha uma préxima configuracao valida,
dentre todas as possiveis. A probabilidade da maquina aceitar uma cadeia w é a soma das
probabilidades de todos os caminhos possiveis para a maquina ir do estado inicial para

um estado de aceitagao.

Podemos demonstrar a computagao com um exemplo, como na Fig. 1, sendo os
vértices (' configuragoes de uma Maquina de Turing Probabilistica, e as arestas entre
vértices indicando que é possivel ir de uma configuracao a outra em um passo de computacao,

cada aresta ¢ valorada com uma probabilidade da méquina efetuar a transigao.

Se considerarmos '} uma configuracao inicial da maquina para uma dada entrada,
e (5 a configuracao de aceitagao. A probabilidade de aceitarmos a entrada pelo caminho
C1 — Cy — C5 = 0.07, e pelo caminho €} — C3 — C5 = 0.12. Logo a probabilidade p de
aceitarmos a cadeia é: p = 0.07 + 0.12 = 0.19.

JO

0.7 0.3

Figura 1 — Exemplo de computagao em uma MTP.

Uma defini¢do alternativa e equivalente é mostrada por Arora e Barak (2009), que
afirma que, sintaticamente, uma Maquina de Turing Probabilistica nao é diferente de uma
Maquina de Turing Nao-deterministica: Ela é uma Maquina de Turing com duas fungoes
de transicao dg, 01, e a diferenca estd em como interpretamos o grafo de todas as possiveis
computacoes, em vez de perguntar se existe uma sequéncia de escolhas que faz a Maquina
de Turing aceitar, perguntamos quao grande é a fracdo de escolhas na qual isso acontece.
Mais precisamente, para cada passo na computagao, a maquina decide aleatoriamente qual

funcao de transicao ira aplicar.

2.2 Complexidade de tempo

Dado um modelo computacional abstrato que resolve problemas computacionais,

como uma Maquina de Turing e suas variantes, é possivel ser feito um estudo sobre o
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tempo necessario para se resolver um determinado problema neste modelo computacional.
Visando classificar diferentes problemas sobre os aspectos de complexidade temporal foram
estabelecidas diversas classes de complexidade que agrupam problemas diferentes que
podem ser resolvidos em tempos semelhantes. Segundo Sipser (2006, p. 264), seja M
uma Maquina de Turing Deterministica que finaliza sobre todas as entradas. O tempo de
execugao ou complexidade de tempo de M é a func¢ao f: N — N | onde f(n) é o ntimero
maximo de passos que M usa sobre qualquer entrada de comprimento n. Partindo dessa
defini¢ao é possivel definir diversas classes de complexidade, as principais serao vistas nas

subsegoes seguintes.

221 Classe P

A classe P, também conhecida como Polynomial-Time é uma das classes de
complexidade fundamentais, definida inicialmente por Edmonds (1965), Cobham (1964) e
Rabin (1960). A classe P contém todos os problemas de decisao que podem ser decididos
por uma Maquina de Turing Deterministica usando uma quantidade polinomial de tempo
de computacao, ou seja existe um polinémio p(n), sendo n o comprimento da entrada, em

que a maquina sempre para e decide ap6s p(n) passos.

Com as contribuigoes de Cobham (1964) e Edmonds (1965) podemos assumir que
os problemas serao considerados trataveis, ou seja, que podem ser viaveis e eficientes de
serem decididos em algum dispositivo computacional, somente se podem ser computados

em tempo polinomial por um Méaquina de Turing Deterministica.

Sipser (2006) também mostra que essa classe contém além de outros problemas,
todos os problemas que podem ser decididos por Automatos Finitos, e Autématos de
Pilha com somente uma pilha, partindo da demonstracao que toda Linguagem Livre de
Contexto, ¢ um membro de P, e o conjunto de linguagens decididas por um Autéomato de

Pilha é o mesmo que o conjunto de Linguagens Livres de Contexto.

Um exemplo de problema com aplicagdo pratica e que também pertence a essa
classe é o de encontrar uma arvore geradora minima em um grafo conexo com pesos.
Esse problema pode ser resolvido em tempo polinomial por dois algoritmos, que sao os
algoritmos de Prim (1957) e Kruskal (1956).

A complexidade do algoritmo de Prim depende da estrutura de dados utilizada
para representar o grafo, no pior caso possui complexidade de tempo igual a O(m?). J4 o
algoritmo de Kruskal possui complexidade de tempo igual a O(mlogn), onde m representa

o numero de arestas e n o nimero de vértices.
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2.2.2 C(Classe NP

A classe N P, também conhecida por Non-Deterministic Polynomial Time, pode ser
definida formalmente, como feito por Sipser (2006), sendo a classe de linguagens que uma
Maquina de Turing Nao-deterministica consegue decidir em tempo polinomial ao tamanho
da entrada, uma Maquina de Turing Deterministica equivalente poderia levar tempo
exponencial para decidir a mesma entrada, dado que podemos simular o nao-determinismo
percorrendo todos os ramos de computacao deterministicamente, como visto na prova
fornecida por Sipser (2006, 121), e por isso consideramos N P uma classe de problemas

para os quais nao temos solucoes eficientes e consideradas trataveis.

Sipser (2006) também demonstra outra formalizacdo da classe NP como sendo a
classe de linguagens que pode ser verificada em tempo polinomial. Ou seja, dada uma
cadeia de entrada ¢é possivel verificar se ela pertence a linguagem ou nao em tempo
polinomial. Por exemplo ao tentar adivinhar uma senha aleatéria pelo algoritmo de forca
bruta, testando todas as combinagoes de caracteres levariamos um tempo super polinomial
em uma Maquina de Turing deterministica, porém para testar se uma senha é a correta

ou nao, levaria tempo polinomial.

Sipser (2006) define formalmente um Verificador, para uma linguagem L, sendo

um algoritmo V', onde:

L={w |V aceita < w,c> para alguma cadeia c}

sendo ¢ um certificado ou prova que pode ser usado para verificar que uma cadeia w
pertence a linguagem L. Se uma linguagem L possui um verificador que roda em tempo

polinomial entao L € NP.

Boa parte dos problemas podem ser solucionados de formas inteligentes em tempo
polinomial evitando uma busca por forga-bruta, porém muitos problemas ainda resistem
e suas solugoes ainda levam tempo super polinomial. A questao se volta para o seguinte
ponto: serd que esses problemas sao realmente mais dificeis que os problemas em P e
nao podem ser resolvidos em tempo polinomial? Ou serd que o algoritmo que leva tempo

polinomial para esses problemas ainda nao foi descoberto?

Sabemos que P estd contido em NP, pois todo problema decidido em tempo
polinomial também ¢ verificavel em tempo polinomial. Porém a questdao se P = NP ainda

estd em aberto até hoje.

A classe N P contém uma extensa lista de problemas, os quais podem ser verificados
em tempo polinomial. Podemos dar como exemplo o problema do isomorfismo de grafos,
em que as entradas sao dois grafos G; e G5 nao-dirigidos e queremos decidir, respondendo

sim caso G; e (G5 sejam isomorfos, e respondendo nao caso ndo sejam.
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Dois grafos G; = (1, A1) e Go = (V4, A2) s@o isomorfos se existe uma fungao
bijetora f : V; — V5 que mapeia o conjunto de vértices de (G; ao conjunto de vértices em
G, de tal forma que, dois vértices i e j sdo adjacentes em G se e somente se f(i) e f(j)

sao adjacentes em Gs.

VUZ‘,?)]‘ - ‘/1, (U“’Uj) - Al < (f(’l)z), f(l)])) & AQ

Descobrir que dois grafos sdo isomorfos nao é uma tarefa trivial, um dos algoritmos
mais eficientes é apresentado por Babai e Luks (1983) que tem tempo de execugao
20y mlegn) Porém se recebermos como certificado a funcéo bijetora, codificada em uma

palavra de tamanho w, podemos verificar o isomorfismo em tempo polinomial.

Por exemplo, podemos verificar que os grafos na imagem a seguir sao isomorfos,
pois existe a fungao f:V; = Vo ={f(1) =1, f(2) =3, f(3) =5,f(4) =2, f(5) =4}

. I
P Ny
(X
O—) ORO

Figura 2 — Isomorfismo em grafos.

Diferentemente do problema do isomorfismo em grafos, até hoje o problema do
nao-isomorfismo em grafos nao foi provado estar em N P, este problema busca responder
sim se dados dois grafos G; = (Vi, A1) e Gy = (V3, Ay) ndo sao isomorfos. Note que, caso
o certificado seja uma func¢ao bijetora que mapeia vértices de G; em Gy, verificar que
existem adjacéncias em (G; que nao existem em (G5, nao demonstra que os grafos nao
sdo isomorfos, pois pode ainda existir uma outra funcao bijetora que faga o mapeamento,

mostrando que os grafos eram isomorfos.

2.2.2.1 NP-Completude

Dando uma luz na questao P versus NP, o trabalho de Cook (1971) e Levin (1973)
mostrou que existem problemas em N P cuja complexidade é a mesma da classe inteira.
Os chamados problemas NP — Completos sao considerados os problemas mais dificeis
da classe; A implicacao disso é que se existir, para qualquer problema NP — Completo,
um algoritmo que o solucione em tempo polinomial, todos os outros problemas em NP

também o serdo.

Segundo Sipser (2006), os problemas N P — Completos sao importantes por muitas

razoes. Uma delas é que podemos provar que P # N P mostrando que um problema em
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N P requer mais tempo que polinomial, ou que P = NP encontrando um algoritmo de

tempo polinomial para um problema NP — Completo.

O conceito de completude de uma classe pode ser estendido para outras classes
além de NP, veremos em outras segdes sobre problemas PSPACE — Completos ou
QM A — Completos, que similarmente a classe dos problemas NP — Completos, também

sao provados serem os problemas mais dificeis de suas respectivas classes.

Boolean satisfiability problem, abreviado como SAT, foi o primeiro problema provado
NP — Completo, por Cook (1971), e consiste em determinar se existem valores para

variaveis, de uma férmula booleana, que a fagam ser verdadeira.

Podemos exemplificar o problema com uma féormula wq, que possui x1, x2, T3 cOmMo
variaveis booleanas e pode ser satisfeita por um certificado ¢; = (a,b,c), onde a, b e
¢ assumem valores 0 (falso) ou 1 (verdadeiro), que determine os valores das varidveis

booleanas. ¢; pode ser verificado em tempo polinomial.
wy = (z1 V —we) A (—y Ve V 23) A 01y
¢ =(0,0,0)
Em tempo polinomial é possivel mostrar que:

w; =O0V-0)A(=0VOVO)A-0=1TA1TATl=1

2.2.3 Classe BPP

Definida inicialmente por Gill (1977) a classe Bounded-Error Probabilistic Polyno-
mial Time - BPP é a classe em que todos os problemas de decisao sao solucionados em
tempo polinomial com erro maximo de 1/3. Ou seja, uma cadeia de entrada que pertence
a linguagem tem no minimo probabilidade 2/3 de ser aceita pela maquina, e se a cadeia

nao pertence a linguagem entdo a maquina a rejeita com probabilidade pelo menos 2/3.

A escolha da probabilidade de erro 1/3 é arbitraria. Na verdade, para qualquer
valor de erro z constante, sendo 0 < z < 1/2, a classe BPP serd a mesma. A ideia por
tras disso é que devido ao limite de Chernoff (1952), executar um algoritmo com erro
constante varias vezes faz com que a probabilidade da resposta errada ser maioria decaia

exponencialmente.

Podemos definir BP P, alternativamente, como por Arora e Barak (2009), utilizando
Maquinas de Turing deterministicas, onde as escolhas probabilisticas a serem aplicadas em
cada etapa de computacao podem ser fornecidas a maquina como uma entrada adicional e

randomica 7.

BPP contém uma linguagem L se existe uma Maquina de Turing M que executa

em tempo polinomial, e um polindémio p : N — N, Vw € {0, 1}*, sendo w uma cadeia de
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entrada, de tal modo que:

Procpioayeten [M(w,r) = L(w)] > 2/3, ou seja a probabilidade da mdquina M
recebendo a entrada w e uma entrada randomica r, de tamanho polinomial a entrada w,

responder corretamente se w € L ou w ¢ L deve ser maior que 2/3.

2.2.4 C(Classe PP

Definida por Gill (1977), a classe PP (Probabilistic Polynomial-Time) é a classe dos
problemas de decisao que sao decididos por uma Maquina de Turing em tempo polinomial
ao tamanho da entrada com erro menor que 1/2 para todas as respostas. Ou seja, caso a
resposta seja sim o algoritmo ird responder sim com probabilidade maior que 50%, caso

seja ndo, a maquina responderd sim com probabilidade menor ou igual a 50%.

De modo intuitivo podemos mostrar que a classe BPP C PP, dado que os
problemas da classe BPP tem erro menor que 1/3 para todas as instancias, e a classe PP,

como definida, contém todos os problemas com erro menor que 1/2.

Diferentemente da classe BPP, o erro na classe PP nao precisa ser constante, por
exemplo, podemos ter uma probabilidade de acerto de 1/2 + 1/2™ sendo n o tamanho da
entrada, como foi descrito na subse¢ao anterior, para problemas de BPP, ¢ possivel fazer
amplificagdo de probabilidade com um pequeno ntimero de repeticoes, enquanto que para
problemas gerais de PP, nao ¢ possivel. J& que para um valor grande de n a probabilidade

ainda serd muito préxima de 50%.

Essa distingao permite categorizar a classe BP P como tendo algoritmos eficientes,
pois os executa em tempo polinomial, similar a classe P. Apesar de nao haver nenhuma

prova até o momento, é conjecturada ser igual a classe P.

Em contrapartida a classe PP ¢ considerada ineficiente, ja que problemas em N P
podem levar tempo exponencial para serem decididos, como mostrado por Sipser (2006),
e NP C PP. A prova dessa relagao, consiste em mostrar que o problema SAT, provado
NP — Completo por Cook (1971) e Levin (1973), pertence a PP.

Uma das formas de mostrar que o problema SAT € PP é adaptando a prova

descrita por Goldreich (1999) da seguinte forma:

Dada uma férmula booleana F' com n clausulas, F'(z1, xa, ..., z,), temos que decidir
se ela pode ser satisfeita, ou seja, dizer se existem valores para as clausulas que tornem a
formula verdadeira. O algoritmo em PP escolhe uniformemente e aleatoriamente valores

para r de x; até x,, e verifica se a féormula F' é verdadeira.

Se F' é verdadeira retornamos SIM, caso F' seja falso retornamos SIM com probabi-
lidade £ — 54+ ¢ NAO com probabilidade 3 + 5. Note que temos 2" possibilidades de

valores para as clausulas.
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Se a férmula for insatisfazivel o algoritmo responde SIM com probabilidade % —

1 1
gt < 3

Se a formula for satisfazivel pelo menos uma das 2" combinagoes sera verdadeira,
entao a probabilidade do algoritmo responder SIM serd a probabilidade de responder
SIM para caso F' seja avaliada como falsa (no maximo 2" — 1 casos) multiplicado pela
probabilidade de responder SIM para caso F' seja avaliada como verdadeira (no minimo 1

caso), logo:

1 1 1 1 1 1 1

Pr=|(Z— [ (R [ 1-— =— —

r (2 2n+1) ( Zn) + omn 2 + 92n+1 > 92
Concluindo que SAT € PP, desta forma, como todos os problemas em NP podem

ser reduzidos ao problema SAT, entao todos os problemas NP pertencem também a PP.

2.2.5 Classe IP e Sistemas de Prova Interativa

A nogao de sistemas de prova interativa surgiu com Goldwasser e Sipser (1986)
generalizando os protocolos Arthur-Merlin introduzidos por Babai (1985) e que serao
também referenciados nas préxima Subsegoes. Segundo Sipser (2006), o desenvolvimento
dos sistemas de prova interativa tem afetado profundamente a teoria da complexidade e

tem levado a avancos importantes nos campos de criptografia.

Nos sistemas de prova interativa existem duas entidades: um Provador que possui
recursos ilimitados de computacao e que descobrird se determinada sentenga pertence a

uma dada linguagem, e um Verificador que ird checar a resposta do Provador.

O Provador tentard convencer o Verificador do pertencimento de uma sentenga em
uma linguagem, porém o Verificador s6 possui tempo polinomial ao tamanho da entrada

para tomar uma decisao.

A classe Interactive Proof Systems - I P, definida por Goldwasser, Micali e Rackoff
(1985), é a classe dos problemas de decisdao que sdo verificados por um protocolo interativo,
como descrito acima. O Provador e o Verificador podem ter um niimero polinomial de

rodadas de interagdo, por isso podemos chamar esta classe de I P[poly].

No final do algoritmo do Verificador, se resposta for "sim", entdo o Provador deve
ser capaz de fornecer um certificado para o Verificador, que o convenca a aceitar com
probabilidade > % E se a resposta for ndo, entao nao importa o certificado que o Provador

envie, o verificador sempre rejeitarda com probabilidade > %

Um cléssico problema pertencente a classe N P que ilustra esse conceito é o problema
do isomorfismo de grafos. Dois grafos Gy e GG; sdo isomorfos se os nodos de Gy podem ser

reordenados para que sejam idénticos aos do grafo GG;, como apresentado na secao 2.2.2.

O Verificador pode mandar os grafos Gy e G; para o Provador, que possui recursos

ilimitados para computar todas as permutacoes possiveis dos nodos e decidir se os grafos
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sao isomorfos. O provador, entdao, pode responder um mapeamento dos nodos de G para os

nodos de GG1, convencendo o Verificador que pode em tempo polinomial checar o resultado.

O problema do nao-isomorfismo em grafos (que ndo sabemos se estd em NP)
também pode ser resolvido com um sistema de provas interativas, como especificado por
Goldreich, Micali e Wigderson (1991). Sejam G e GGy dois grafos, o algoritmo funciona da

seguinte forma:

1. O Verificador escolhe um bit b (0 ou 1) de forma aleatdria, e uma permutacao

aleatéria dos vértices do grafo G, enviando-a para o Provador.

2. O Provador responde com 0 se o grafo permutado é isomorfo ao grafo G, ou responde

1 se o grafo permutado ¢é isomorfo ao grafo G;.

3. O Verificador aceita se o Provador responder com bit original b

Pode-se notar que caso os grafos nao sejam isomorfos, o provador sempre consegue
responder corretamente, porém caso eles sejam realmente isomorfos, o provador nao sabera
qual dos grafos foi usado para gerar a permutacao, dessa forma, somente pode fazer o

Verificador aceitar com probabilidade 1/2.

226 Classe MA

A nome imaginativo Merlin-Arthur surgiu com Babai (1985), Merlin é um mago
onisciente com recursos computacionais ilimitados que deseja provar algo para o rei Arthur,
que somente tem tempo polinomial para checar. Merlin ird enviar um certificado para
tentar convencer o rei Arthur a aceitar, porém Merlin é desonesto e pode tentar fazer o rei

aceitar falsas afirmacoes.

Pode se comparar a classe M A como sendo a versao probabilistica da classe NP,
a qual verifica em tempo polinomial um certificado. Segundo Babai (1985), M A é um
conjunto de linguagens L contidas em {0,1}* onde, para cada uma delas, existe uma
Méaquina de Turing M, probabilistica que computa em tempo polinomial para todas as
entradas w. Caso w pertenca a linguagem entao existe um certificado ¢ que M (w, ¢) aceita
com probabilidade no minimo 2/3. Caso w néao pertenca a linguagem entéo para qualquer
certificado ¢, M (w, ¢) aceita com probabilidade maxima 1/3. Se mudarmos a probabilidade
de 2/3 para 1 e a probabilidade 1/3 para 0, temos a classe N P, mostrando que NP C M A.

Formalmente, como definida por Babai (1985), uma linguagem L € M A se existir
uma Maquina de Turing probabilistica e polinomialmente limitada M e polinémios p, g

que:

e se w € L entao: Ic € {0, 1}(wD Pr,cioyeun (M (w,r,c) = 1) > 2/3,
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e sew ¢ L entao: Ve € {0, 1}a(vD Proco1yeun (M (w,r,c) = 1) < 1/3.

Sendo c o certificado fornecido por Merlin e de tamanho limitado por um polinémio,
r uma cadeia aleatéria, também limitada polinomialmente, que é sorteada por Arthur
e é usada para tomar decisdes probabilisticas. E finalmente, Pr(M(w,r,c) = 1) é a
probabilidade de que a Maquina de Turing com as entradas w, r e ¢ responda sim. Note
que a cadeia r é privada de Merlin, logo pela defini¢ao, caso w € L, Merlin deve conseguir
encontrar um certificado que independente da cadeia aleatéria de Arthur r a probabilidade

de aceitar seja > %

A prova que a classe MA C PP nao é trivial e é resultado do trabalho de
Vereschchagin (1992).

227 Classe AM

A classe AM (Arthur-Merlin) ou AM[2], também introduzida por Babai (1985) é
composta por problemas de decisao que podem ser verificados em tempo polinomial por
um protocolo Arthur-Merlin com duas mensagens. Ou seja ha apenas um conjunto de

consulta e resposta.

Arthur, o Verificador, joga algumas moedas aleatérias e envia o resultado dos seus
lancamentos para Merlin, que é um Provador e respondera a Arthur com uma suposta
prova. Arthur entao decide se aceita ou rejeita utilizando apenas a resposta de Merlin e o

resultado dos seus lancamentos de moedas gerados anteriormente.

Formalmente uma linguagem L estd em AM se existir uma Maquina de Turing
probabilistica e polinomialmente limitada M e polindémios p, ¢ que para cada entrada w

de tamanho n = |w|,

e se w € L entdo: Pr,c 130 (3¢ € {0, 1Y M (w,r, c) =1) > 2/3,

e se w & L entdao: Pr,cg 130 (Ve € {0, 1Y M (w,r, c) = 0) > 2/3.

Sendo ¢ a suposta prova fornecida por Merlin e de tamanho limitado por um
polinomio, e r é a sequéncia aleatéria, também limitada polinomialmente que é gerada e
usada por Arthur, como vimos similarmente na classe M A. Note que neste caso r é gerado
por Arthur e enviado para Merlin, logo Merlin pode tomar decisbes com base em mais

informagoes em comparacao a classe M A.

A classe de complexidade AM[k| é a generalizagao da classe AM com a troca de k

mensagens entre Merlin e Arthur, com a tltima mensagem sendo sempre de Merlin pra
Arthur.
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Na realidade é possivel provar que o problema do nao-isomorfismo em grafos
pertence a classe AM, mesmo que os lancamentos de moedas sejam publicos, como

demonstrado por Goldwasser e Sipser (1986).

2.2.8 Classe EXPTIME

Segundo Papadimitriou (1994) a classe EX PTIME, ou simplesmente £X P, pode

ser definida formalmente como:

EXP = TJME(Q"’“)

Sendo EX P o conjunto de todos os problemas de decisao que podem ser resolvidos
por uma Maquina de Turing Deterministica em tempo exponencial ao tamanho n da

entrada para qualquer k£ € N.

2.3 Complexidade de espaco

Como vimos na secao anterior, problemas podem ser classificados quanto a comple-
xidade de tempo que levam para ser decididos. Porém, utilizando uma Maquina de Turing
Deterministica, também podemos classificar problemas em termos do espago, ou meméria,
que eles necessitam. Esta secao apresenta brevemente algumas das principais classes de
complexidade de espaco, que possuem relagoes com as classes de complexidade de tempo

apresentadas.

Segundo Sipser (2006) podemos definir que a complexidade de espago de uma
Maquina de Turing M, que finaliza seu processamento sobre todas as entradas, é a funcao
f:N—= N, onde f(n) é o nimero méximo de células de fita que M visita sobre qualquer
entrada de comprimento n. Se M é uma Maquina de Turing Nao-deterministica, onde
todos os ramos de computacao param sobre todas a entradas, a complexidade de espago
¢é definida como sendo o niimero maximo de células de fita que M visita sobre qualquer

ramo e qualquer entrada de comprimento n.

Como usualmente a complexidade de espago ¢ estimada usando notacao assintética,
de acordo com Sipser (2006), sendo f : N — R uma fungdo podemos definir as classes de
complexidade de espaco SPACE(f(n)) e NSPACE(f(n)) da seguinte forma:

SPACE(f(n)) ={L | L é uma linguagem decidida por uma Maquina de Turing
Deterministica de espago O(f(n))}

NSPACE(f(n)) ={L | L é uma linguagem decidida por uma Maquina de Turing
Nao-deterministica de espago O(f(n))}
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2.3.1 Teorema de Savitch

O teorema de Savitch (1970) é um dos primeiros resultados sobre complexidade
de espaco, que demonstra como Maquinas de Turing Deterministicas, que utilizam como
espaco f(n) células, sdo capazes de simular Maquinas de Turing Nao-deterministicas
através do uso somente de f2(n) espacos em sua fita, sendo n o tamanho da entrada.

Formalmente Savitch (1970) provou que:

Para qualquer fungao f: N — R*, onde f(n) > n,
NSPACE(f(n)) € SPACE(f*(n))

2.3.2 PSPACE e NPSPACE

Podemos definir a classe PSPACE de forma andloga a classe P definida na secao
2.2.1. Segundo Sipser (2006), PSPACE é a classe dos problemas de decisdao que utilizam

espago polinomial em uma Maquina de Turing Deterministica, em outras palavras:

PSPACE =|JSPACE(n)
k

Também podemos definir a classe NPSPACE como sendo a versao nao deter-
ministica de PSPACE. Porém, um corolario do Teorema de Savitch é afirmar que
PSPACE = NPSPACE, visto que o quadrado de qualquer polindémio é também um

polinémio.

2.4 Relacoes entre Classes

Esta secao tem o objetivo de reunir as principais relagoes entre as classes apresen-
tadas, de forma a definir hierarquicamente suas relagoes e apontar questoes em aberto que

ainda guiam as pesquisas em complexidade computacional.

Podemos representar visualmente estas relagoes com um diagrama, em que classes
de complexidade estao representadas em niveis, uma conexao entre duas classes de com-
plexidade em niveis diferentes indica uma relagao de inclusao da classe do nivel inferior na
classe de nivel superior. Duas classes no mesmo nivel sem conexoes indicam que, até o

momento, nao hd nenhuma relacao conhecida sobre essas classes.

241 P xNP

Por definicao podemos afirmar que P C NP, dado que, todo problema que pode

ser resolvido em tempo polinomial deterministicamente, também é resolvido em tempo
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polinomial por uma Maquina de Turing nao-deterministica que nao precisa utilizar o

nao-determinismo.

O problema de saber se P = NP ou P # NP é considerado por muitos o principal
problema em aberto da Ciéncia da Computacao. Nao podemos afirmar que é possivel
resolver em tempo polinomial todos os problemas que podem ser verificados em tempo

polinomial.

Podemos representar graficamente a relagao da seguinte forma:

NP

P

Figura 3 — Relacao entre P e NP.

242 BPP x P x NP

Como visto na secao 2.2.3, BPP contém todos os problemas que sdao decididos em
tempo polinomial com erro menor que 1/3 por uma Maquina de Turing Probabilistica.
E trivial notar que todos os problemas em P estdo contidos em BPP, j4 que o erro
maximo de uma Maquina de Turing Deterministica é 0. Ainda existem muitos problemas
conhecidos em BPP que nao sabemos se estao em P, porém o nimero desses problemas
estd diminuindo cada vez mais e é conjecturado que P seja igual a BPP, porém até o

momento esse problema também esta aberto.

Ja o relacionamento entre NP e BPP é completamente desconhecido, ndo podemos
afirmar que BPP C NP ou NP C BPP.

Podemos atualizar o diagrama para incluir a classe BPP da seguinte forma:

BPP NP

~N

P

Figura 4 — Inclusao de BPP.

2.4.3 Relacdes com a classe MA

Definimos anteriormente, na secao 2.2.6, que na classe M A, Merlin envia um
certificado para Arthur que verifica utilizando uma Méaquina de Turing probabilistica em

tempo polinomial e responde com erro méximo de 1/3.



2.4. Relagoes entre Classes 33

E imediato desta definicio que BPP C MA, dado que Arthur pode ignorar a
mensagem de Merlin e computar o problema ele mesmo, com sua Maquina de Turing

probabilistica e com erro maximo de 1/3.

Também é imediato que NP C MA, tendo em vista que, Arthur recebera o

certificado de Merlin, e assim verificard em tempo polinomial e de forma deterministica.

Nao ha qualquer resultado na literatura que prove que NP e BP P sao subconjuntos
proprios ou que as classes sao equivalentes a classe M A, ou seja, estes problemas ainda

permanecem em aberto.

Incluindo a classe M A no diagrama que ilustra as rela¢oes temos:

BPP/MA\ NP
N

Figura 5 — Inclusao de MA.

2.4.4 Relacbes com a classe AM

Por defini¢ao, a classe M A esté contida em AM 2], tendo em vista que o protocolo
de troca de mensagens entre Merlin e Arthur s6 necessita de uma mensagem de Merlin para
Arthur em M A. Logo, todos os problemas em M A podem ser simulados pelo protocolo
Merlin-Arthur com o uso de duas mensagens, em que a primeira mensagem, de Arthur

para Merlin, é ignorada.

A classe AMJk|, definida similarmente a classe AM, porém com k rodadas de
interacao, foi provada por Babai e Moran (1988) ser equivalente a classe AM 2] para todo
k> 2.

Podemos incluir a classe AM no diagrama das relagoes da seguinte forma:
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AM

MA
BPP NP
P
Figura 6 — Inclusao de AM.

2.4.5 Relacdes com a classe PP

E imediato que BPP C PP, pois algoritmos probabilisticos definidos em BPP,
que possuem erro maximo constante ¢ < 1/2, formam um subconjunto dentro de PP que

define que o erro maximo nao precisa ser constante porém sempre menor que 1/2.

Também podemos mostrar que NP C PP, pois é possivel provar que o problema
da satisfacao booleana, que é NP — C'ompleto, pertence também a PP, uma das provas

ja foi apresentada na secao 2.2.4.

Porém, mais importante que a relagdo acima e incluindo a mesma, Vereschchagin
(1992) mostrou que MA C PP. A ideia da prova é dado uma L € MA e qge M da
defini¢ao formal de M A, podemos construir, usando uma amplificagdo padrao, com um

novo polinémio p;, uma Méaquina de Turing Probabilistica M; em que:

e se w € L entdo: Ic € {0, 1}4 Procgoaymom (Mi(w,r,c) = 1) > 1 — 4790

e sew ¢ L entao: Ve € {0,1}4 Procionmom(Mi(w,r,c) =1) < 4=

Vereschchagin (1992) mostra que, considerando o par (r,c) € {0, 1}90W+P1(") temos:

w € L = Pr[M(w,r,c)=1] > 279 (1 — 479M) > 4790
w ¢ L = Pr[M(w,r,c)=1] < 479"

Utilizando um resultado em que a constante 1/2 da definicao da classe PP pode ser
substituida por qualquer outra constante ou niimero racional da forma a(n)/27™, sendo ¢
um polinémio e a : {0,1}* — N uma fungdo polinomialmente computével, com inteiros

escritos em notagao binaria. Mostra-se que L € PP.

Podemos adicionar PP ao diagrama da seguinte forma:
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PP\MA/AM
BPP/ \NP
~

Figura 7 — Inclusao de PP.

2.4.6 Relacdes com a classe PSPACE

A relacado PP C PSPACE nao é tao facil de ser visualizada, uma maneira
de entender essa relacao, ¢ notar que um algoritmo probabilistico que roda em tempo
polinomial em uma Maquina de Turing Nao-deterministica, s6 necessita de, no maximo,

espaco polinomial para cada ramo de computagao.

Tendo em vista que podemos reutilizar o espaco apés finalizar a computacao de
cada ramo, podemos passar por todas as configuragoes aleatorias possiveis, mantendo a
contagem de quantos ramos aceitaram e rejeitaram. Para que a resposta seja sim, se mais
de 1/2 dos caminhos de computagao aceitaram, e seja nao, no caso contrario, assim como

a definicao da classe PP.

Como resultado de Shamir (1990), a classe dos sistemas de provas interativas
I P[poly|, com um nimero polinomial de rodadas de interagao ao tamanho da entrada k,
foi provada ser equivalente a classe PSPACE. E utilizando o resultado de Goldwasser e
Sipser (1986) que [ P[k] € AM[k + 2], mostramos que [ P[poly] = AM[poly] = PSPACE,
como AMIk| C AM|poly| entao AM C PSPACE.

Com as duas relacgoes da classe PSPACE apresentadas acima, podemos situa-la

no diagrama de classes da seguinte forma:
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PSPACE

P
N
P
N

Figura 8 — Inclusdo de PSPACE.

2.4.7 Relacoes com a classe EXPTIME

A relagago PSPACE C EXPTIME ¢ relativamente simples de ser mostrada.
Intuitivamente podemos pensar que um problema que é decidido por uma Maquina de
Turing com espago polinomial nao pode levar tempo mais que exponencial para decidir
o problema. Pois a Maquina de Turing terd um nimero exponencial de configuracoes,
e dessa forma, teria que repetir alguma configuragdo em um determinado momento.
Uma computacao que decide nao necessita entrar nesse ciclo, mostrando que com espago

polinomial nao hé como necessitar de tempo maior que exponencial.

Podemos provar formalmente, como mostrado em Sipser (2006, 308): Para f(n) > n,
uma MAquina de Turing que usa f(n) espaco pode ter no maximo f(n)2°U ) diferentes
configuragoes. A computagao por uma Maquina de Turing que decide nao deve repetir
uma configuragao. Portanto uma Maquina de Turing que usa espago f(n) deve computar
em tempo f(n)2/™ entdo PSPACE C EXPTIME.

Podemos atualizar o diagrama de classes de complexidade para incluir EX PT'IME:



2.4. Relagoes entre Classes

37

EXP

|
~ 7
o
~

Figura 9 — Inclusao de EXPTIME.
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3 Computacao Quantica

Neste capitulo serao apresentados os principais conceitos para o entendimento
de como sao realizadas computagoes quanticas, tendo como referéncia, principalmente,
o trabalho de Nielsen e Chuang (2010). Apresenta-se também os principais modelos de
computacao quantica e seu funcionamento, comparando-os com os modelos classicos, assim
como as principais classes de complexidade quanticas definidas sobre tais modelos de
computacao presentes na literatura, mostrando suas defini¢oes formais, problemas que

pertencem a essas classes e relacoes com as classes definidas no capitulo anterior.

3.1 Conceitos fundamentais

3.1.1 Quantum bit

O conceito de bit na computagao classica é fundamental, sendo a menor unidade de
medida usada para quantificar dados, o bit na computacao classica pode assumir apenas

dois estados 1 e 0, ou verdadeiro e falso.

Segundo Nielsen e Chuang (2010), a computagao quantica é construida sobre um
conceito similar e analogo, o quantum bit, ou qubit. Assim como um bit classico, o qubit
pode assumir os estados |0) e |1), chamados de base computacional, que correspondem

aos estados 0 e 1.

A notagao de Dirac é a notagdo padrao da mecanica quantica para um vetor em
um espago vetorial, representado por |¢), sendo 9 um rétulo comumente usado para um
vetor, mas poderiamos usar qualquer outro. Matematicamente, veremos que um qubit é

um vetor pertencente a um espago vetorial, que tem como base {|0),|1)}.

Diferente de um bit, um qubit pode formar uma combinacao linear de estados,

chamada de superposi¢ao, estando em um estado [¢)) diferente de |0) e |1):

[¥) = al0) + 8[1)

Sendo « e § nimeros complexos e chamados de amplitude. Ao contrario de um bit
classico, nao conseguimos examinar um qubit para determinar seu estado quantico, ou seja,
os valores de a e . Segundo a mecéanica quantica, quando medimos um qubit o valor 0 é
obtido com probabilidade |a|?, e o valor 1 é obtido com probabilidade |3]?, naturalmente,

como as probabilidades devem somar 1, entao: |a|? + |5]? = 1.

Vale ressaltar que um bit s6 pode ter estado 0 ou 1, enquanto que um qubit pode
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existir em um estado continuo entre |0) e |1) até ser medido ou observado. Por exemplo, um
qubit pode estar no estado: % |0) + % |1), com |%|2 = 0.5 de chance de dar o resultado 0
e 0.5 de chance de dar o resultado 1 ao ser medido. Apds ser medido ele colapsa e todas

as suas medigoes resultarao no mesmo resultado.

3.1.2 Esfera de Bloch

Podemos representar um qubit geometricamente através de um ponto na esfera
de Bloch. Segundo Nielsen e Chuang (2010) ela prové uma maneira util de visualizamos
o estado de um tunico qubit, porém nao ha uma generalizagao da esfera de Bloch para

multiplos qubits.

1)

Figura 10 — Esfera de Bloch.

Neste modelo de representagao, a base computacional |0) e |1) se encontra nos polos,
os vetores [1) sdo representados por pontos na superficie da esfera e qualquer operagao

sobre um qubit representard na rotagao do vetor.

3.1.3 Multiplos qubits

Utilizando 2 bits classicos podemos representar quatro estados: 00, 01, 10 e 11. J&
utilizando 2 qubits teremos 4 estados em sua base computacional: [00), |01), |10) e |11),

podemos ter uma superposicao destes estados de tal forma que:

[¥) = ao [00) + a0y [01) + @1 [10) + a1 [11)

Segundo Nielsen e Chuang (2010), de forma geral, considerando um sistema com n
qubits, a base computacional de estados tem a forma |z;xs...z,). Um estado quantico neste
sistema é especificado por 2™ amplitudes. Da mesma forma, a probabilidade de obtermos

um estado |z) é |a,|?, e a soma de todas as probabilidades precisa ser 1.
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3.2 Modelos de Computacdo Quantica

Nesta secao serao apresentados dois modelos de computacao quantica que serao
usados de base nas defini¢coes de classes de complexidade quanticas. O primeiro deles
utiliza circuitos e portas logicas quanticas e o segundo modelo descreve a versao quantica
da Maquina de Turing Classica. Segundo a prova dada por Yao (1993), qualquer fungao
computavel em tempo polinomial por uma maquina de Turing quantica tem um circuito
quantico equivalente de tamanho polinomial. Sendo assim poderemos definir classes de

complexidade quanticas na secao seguinte, a partir de qualquer um dos dois modelos.

3.2.1 Computacdo Quantica de Circuitos

Da mesma forma que podemos construir circuitos elétricos utilizando portas ldgicas
classicas, como por exemplo com NOT, OR e AND, podemos construir circuitos quanticos
com portas logicas quanticas. Nessa subsecao serao abordadas as principais portas logicas

quanticas e como a computagao quantica circuital ocorre.

3.2.1.1 Portas Légicas Quanticas

De modo analogo as portas logicas classicas, que transformam um conjunto de bits
de entrada em um conjunto de bits de saida, podemos construir portas logicas quanticas,
que recebem qubits e realizam operagoes unitarias sobre os mesmos. Podemos representar
uma porta logica por um retdngulo com um rétulo (Fig. 11), que deve conter o mesmo

nimero de qubits de entrada e saidal.
—{U}—

Figura 11 — Exemplo de porta légica quantica.

Toda computagao é realizada da esquerda para a direita e seu comportamento é
descrito por uma matriz unitaria. Podemos manipular um qubit usando sua representacao

em vetor coluna, dado que |¢)) = a'|0) + §]1) entdo:

Aplicamos uma operagao sobre um qubit através da multiplicacdo do vetor coluna

que o representa pela matriz da operacgao a ser realizada. Dentre as portas quanticas mais

I Diferentemente da computacdo classica, a computacio quantica é reversivel pois nio é possivel dissipar

energia no sistema, devido a isso, o nimero de entradas e saidas deve ser o mesmo.
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notaveis temos a porta NOT, chamada de matriz de Pauli X, apresentada na Fig. 12 que

funciona invertendo as amplitudes de probabilidade « e (.

Q@ 0o 1 |8
ool [
Figura 12 — Operacao da matriz Pauli X

Representada em circuitos como na Fig.13:
—X—

Figura 13 — Representacao da porta quantica NOT.

Como visto anteriormente, operacoes sobre um qubit representam rotagoes do vetor
sobre a superficie na esfera de Bloch. No caso da operacao com a porta NOT, o vetor
sera rotacionado em 180° no eixo z. Além da Pauli X, outras duas portas, Pauli Y e
Pauli Z, fazem parte das chamadas matrizes de Pauli. As mesmas realizam rotacoes de
180° do vetor no eixo y e z, respectivamente, na esfera de Bloch, e sdo representadas

matricialmente como na Fig.14:
0 —i 1 0
I B
Figura 14 — Representacao matricial das portas Pauli Y e Pauli Z.

E o resultado da aplicacao destas portas sobre um vetor [¢)) = «|0) + 3|1), ou
seja, a multiplicacao do vetor coluna pelas respectivas matrizes de operagoes, pode ser

visto na Fig. 15:

a0y + B1) —i30) + ior [1)
a0y + B1) al0) — B1)

Figura 15 — Aplicagao das portas Pauli Y e Pauli Z sobre um vetor.

A porta de Hadamard, por exemplo, é uma porta sem equivaléncia classica, existindo

apenas na computacao quantica, que atua em um unico qubit, podendo mapear o estado
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inicial |0) para |0>}‘1 |1) para [ f|1> criando superposicao. Representamos essa porta

com o rétulo H, sua representacao matricial é definida na Fig.16, e sua operacao sobre

um qubit 1), é definida como na Fig.17:

-l

Figura 16 — Representacao da porta de Hadamard.

al0) +811) —{H}— ol + 5l

Figura 17 — Aplicagao da porta de Hadamard sobre um vetor.

3.2.1.2 Operacoes controladas

Além das portas de um unico qubit, também podem ser construidas portas de
multiplos qubits que podem ser controladas por outros qubits. Uma porta controlada recebe
dois qubits, um de controle e outro o alvo, e executa a operacao sobre o alvo caso o controle
possua valor |1). Por exemplo a porta CNOT, que recebe dois qubits, caso o qubit de
controle seja |1) entdo ela fara a operagdo NOT no qubit alvo. Esta porta é representada
pelo circuito na Fig.18, onde o qubit de controle é sinalizado com um ponto e, o alvo pelo

simbolo @ e controle e o alvo sao ligados por um fio.

—————

4697

Figura 18 — Circuito da porta NOT controlada

Derivada da porta CNOT, é possivel construir a porta de Toffoli (ou CCNOT) que,
segundo Nielsen e Chuang (2010), é uma porta logica universal reversivel, ou seja, a partir
dela é possivel construir qualquer circuito reversivel. O circuito é representado como na

Fig.19 e pode ser construido fisicamente utilizando apenas portas logicas de um qubit e
portas CNOT.

Figura 19 — Circuito da porta Toffoli
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Esta porta recebe 3 qubits de entrada, sendo dois controles e um alvo, mais
especificamente ela recebe (c1, ¢a, a) e mapeia para (ci, ¢, a @ (¢1.¢2)). Com essa porta é
possivel criar uma porta légica NAND, apenas colocando o valor alvo como 1 para obter

como salda (¢, c2, =(c1.c2)).

Como a porta logica NAND é uma porta logica universal, ou seja é possivel construir
qualquer circuito classico com um conjunto de apenas portas NAND, entao Nielsen e

Chuang (2010) apontam que os circuitos quanticos incluem os circuitos cléassicos.

3.2.1.3 Familias uniformes de circuitos quanticos

As familias uniformes de circuitos quanticos podem ser uma forma alternativa de

definirmos classes de complexidade quanticas através da computacao quantica de circuitos.

Usualmente, classes de complexidade classicas sao definidas usando como base a
definicao de Maquina de Turing e a quantidade de tempo, ou espaco, necessarias para
decidir ou verificar determinada linguagem. Porém também podemos definir classes de
complexidade sobre familias de circuitos. Como circuitos booleanos s permitem um
numero fixo de bits por entrada, podemos decidir uma linguagem através de um conjunto

de circuitos C1, Cs, ... em que cada C), recebe entradas de tamanho n.

Desta forma, uma linguagem L é decidida por uma familia de circuitos (C;);en se e

somente se para toda entrada w € L de tamanho n, um circuito C,, aceita w.

Segundo Ruzzo (1979), uma familia de circuitos booleanos é uniforme, se ela pode
ser construida eficientemente por uma Maquina de Turing. Mais especificamente se existe
uma Maquina de Turing probabilistica rodando em tempo polinomial que gera a descricao

do circuito C), a partir de uma entrada 1".

Este conceito pode ser estendido para a computagao quantica. Segundo Nishimura
e Ozawa (1999), uma familia quantica de circuitos é uma sequéncia infinita C' = {C}, },en
tal que C,, é um circuito quantico com entrada de tamanho n. E uma familia quantica
de circuitos é uniforme se uma Maquina de Turing Deterministica classica a descreve

eficientemente.

3.2.2 Maquina de Turing Quantica

Uma Maquina de Turing Quéantica, definida por Deutsch (1985), diferente das outras
variantes de Maquinas de Turing pode encontrar-se numa superposicao de configuragoes a
cada instante, sendo a superposicao de configuragoes uma combinacao linear de configu-
ragoes. Em uma Maquina de Turing Quéantica é possivel, a cada passo de computacao,
efetuar multiplas transi¢coes nas diversas configuragoes. Potencialmente essa caracteristica
pode ser explorada para se obter algoritmos quanticos eficientes para problemas hoje

considerados dificeis.
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Ela também difere no sentido em que, ao final de sua execugdo, a maquina realiza
uma medicao, que consiste em escolher aleatoriamente uma das configuragoes e devido a
essa caracteristica probabilistica, essa maquina pode produzir diferentes saidas para uma

mesma configuracao de entrada.

Segundo Ozawa (1998), uma Maquina de Turing Quantica Q, é um sistema quantico
consistido de um processador, uma fita infinita bilateralmente e um cabecote para ler
e escrever simbolos na fita. Sua configuracao ¢ determinada pela configuracao ¢ do
processador, de um conjunto finito () de estados, pela configuracao da fita 7" representada
por uma cadeia infinita de um conjunto finito 3 de simbolos, e a posicao discreta do

cabecote &, sendo um valor no conjunto 7Z de inteiros.

Desta forma, qualquer configuracao C' de Q pode ser representada por uma tripla
C = (¢, T, &) na configuracao de espago () x X* X Z, sendo q o estado atual, T" a configuragao
atual da fita e £ a posicao discreta do cabecote sobre a fita. Assim o estado de Q é
representado por um vetor unitario no espaco de Hilbert? H gerado pela configuracao
de espaco. A base computacional é representada por |C) = |¢)|T)|{) para qualquer

configuragao C' = (¢,T,€) € @ x ¥* x Z podendo escrever também como: |q,T,&) =
|q) [T) 1€)-

Assumimos que ) contém ¢y e gy, que representam a configuragao inicial e final do

processador e Y contém o simbolo B representando uma célula em branco na fita.

Para cada inteiro £ o simbolo na fita na posigao £ é denotado por T'(¢), assumimos
que as configuragoes de fita possiveis sdo tais que T'({) = B exceto para um ntumero finito
de células. O conjunto de possiveis configuracdes de fita é denotado ¥ e é um conjunto

contavel.

A fungao de transicao d, pode ser definida, como por Bernstein e Vazirani (1997),
com C' sendo um conjunto de amplitudes o € C, no conjunto dos ntimeros complexos, 1o

qual:

§:Qx L — O inD)

Dessa forma, dado um estado e um simbolo na fita, a funcao faz um mapeamento
para um conjunto C. Cada elemento neste conjunto identifica uma amplitude e atrelada a
cada amplitude estd o préximo estado da maquina em (), o simbolo em ¥ que deve ser
escrito na fita e define a direcdo do movimento do cabegote podendo mover-se a esquerda
(E) ou a direita (D). A funcao restringe que a soma dos quadrados das amplitudes seja

igual a 1.

2 Espaco de Hilbert é qualquer espaco vetorial que possua uma operacido denominada produto interno,

neste caso (.|.), e cuja métrica gerada por esse produto interno o torne um espago completo em relagdo
a norma, ||.|| = /{.].)
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A Maquina de Turing Quantica define um operador linear, chamado de operador de
evolugdo temporal, se a Maquina Q comega numa configuracao C' com estado corrente q e
simbolo a na fita, entdo apds um passo Q vai estar em uma superposicao de configuragoes,
no estado ¢ = Y, o;C;, onde cada valor de amplitude «; # 0 foi definido na funcao de
transigao 6(q, a), sendo C; a configuragao da maquina apés o processador ir para o estado
definido na fung¢ao de transicao, escrevendo na fita onde o cabegote se encontra e movendo
o cabecote em uma direcao especificada. Estendendo esse mapeamento para o espaco

inteiro temos o operador linear de evolucao temporal U.

A computagao consiste em preparar primeiramente o estado inicial |Cy) de tal forma
que |Co) = |qo) |Tin) |0), neste caso Tj, é a entrada da maquina codificada e transformada
em uma cadeia de entrada na fita, entdo a computacao procede, chamada também de
evolucao do sistema, transformando o estado inicial no estado final. A dindmica de Q é
descrita por um operador unitario U em H, que especifica a evolucao de qualquer estado

|4(t)) durante uma tunica etapa computacional no tempo ¢.

Um operador U : H — H é unitario se sua inversa coincidir com seu adjunto, ou

de forma equivalente:

U'U=0U" =1

O operador de evolugao age no estado [1)) em ty e nos da o estado [¢)) no tempo t:

[(1)) = U [(0))

Ainda segundo Ozawa (1998), o resultado de uma computagao é obtido fazendo uma
medicao na fita apds a computacao ter finalizado, diferente do caso classico, a configuracao
da maquina ndo pode ser monitorada durante a computacao por causa do efeito causado

por uma medicao.

Para isso Deutsch (1985) introduziu um tnico qubit adicional, chamado qubit de
parada que é inicializado com |0) e cada algoritmo quéntico define este qubit para |1)
quando a computacdo finaliza, sem interagir com este qubit de outra forma. E possivel

observar este qubit para verificar se a computacao finalizou.

3.2.3 Exemplo de Computaciao na Maquina

Nesta secao iremos exemplificar o funcionamento de uma Maquina de Turing
Quéntica que reconhece a linguagem regular 071", como a expressao regular indica, uma
cadeia pertence a essa linguagem se comecgar com uma sequéncia de um ou mais 0’s, e

em seguida, uma sequéncia de um ou mais 1’s. Essa linguagem pode ser reconhecida, sem
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dificuldades, por um automato finito, mas por questoes de simplicidade sera utilizada

neste contexto.

Para demonstrar o funcionamento utilizaremos uma notagao simplificada, que
tem a forma similar a |#000g;11#), neste caso ela representa que o conteudo da fita

é

#000114#), o estado atual da maquina é |g;), e o cabegote se localiza na posi¢ao
subsequente a posicao do estado, ou seja, neste caso o cabecote esta sobre o primeiro valor
1 na fita. Adicionaremos o simbolo # para indicar o comeco e o fim da cadeia de entrada.
Também usaremos o simbolo - para indicar um passo de computacao na méaquina, no lado

esquerdo, a configuracao antes do passo, e no lado direito, a configuracao apos.

Podemos definir uma Maquina de Turing Quéntica que reconhece 0717, da seguinte

forma:

Q = {QO7 q1,92, 93,44, 95,46, Ga, qr}) sendo qo O estado iniCiaL qa O estado de aceitagéo

e ¢, o estado de rejeicao;
¥ =40,1};
E com a funcao de transicao definida na Tabela 1. Esta fungdo leva em consideragao

que a entrada serd pré-processada, adicionando o simbolo # no comeco e fim da entrada,

e o cabecote da Maquina serd posicionado no meio da cadeia de entrada?.

o 0 1 #
g %(QMO’E)’ %(qz,O,D) %(qzx,LE)? %(%,LD) 1(ar,0.E)
¢ 1(a1,0,E) 1(ar.LE) 1(4a,0,D)
0 1(22,0,D) 1(g3,1.D) 1(a-,0,E)
s 1(2-,0,D) 1(¢3,1,D) 1(4a,0,E)
Q4 1(26.,0,E) 1(24,1.E) 1(a,0,D)
s 1(a-,0,D) 1(25,1,D) 1(2a.0,E)
06 1(26,0.E) 1(¢-LE) 1(22,0,D)

Tabela 1 — Func¢ao de transicao da Maquina de Turing Quantica

Como ja vimos anteriormente a fun¢ao de transicdo mapeia um estado e um valor
na fita para um conjunto de ntimeros complexos que indicam a amplitude em que a
maquina irda para um determinado estado, escrevendo um valor na fita e movendo em uma

direcao seu cabecote.

A ideia principal desta tabela de transi¢oes é comecar no meio da cadeia e percorrer
a fita nos dois sentidos ao mesmo tempo. Caso 0 seja o primeiro valor lido na cadeia entao
o ramo da esquerda s6 deve encontrar 0’s até terminar, ja o ramo da direita também pode

encontrar mais 0, mas a partir de algum momento deve encontrar pelo menos um valor 1

3 Como a fita é infinita bilateralmente, podemos, de forma equivalente, configurar a fita para que o

centro da cadeia esteja na posi¢do 0 na configuragao inicial.
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até chegar ao fim da cadeia de entrada, o mesmo raciocinio se aplica caso o primeiro valor

lido seja 1.

Para exemplificar faremos uma simulagao com duas entradas, a primeira |00011)
que pertence a linguagem e a segunda |00110) que ndo pertence. Pré-processamos as

entradas, como descrito anteriormente, e a configuragao inicial da Maquina nos cenérios
serd: |[#00go011#) e |[#00go1104#).
L(qlzovE)

Para a primeira entrada, a fun¢do de transigao indica que 6(gp,0) = 7 ,

707D = A a
%(QQ ), Entao, apés um passo de computacao teremos:

1 1
H#0000L1) b = [H0mO0LLH) + 5 [#000g; 1)

Podemos ver que a maquina estd em uma superposicao de estados e em um préximo
passo de computagao, avaliaremos a func¢ao de transi¢ao tanto para d(q;,0) quanto para
d(qz2, 1), 0 que resulta em:

! |#0q100114#) + ! |#000g2 114) + ! X 1|#¢:000114#) + ! X 1|#0001g31#)
\/ﬁ a1 \/ﬁ q2 \/5 q1 \/§ qs

No préximo passo de computagao, avaliaremos para 6(qq,0) e (g3, 1), resultando

C111:

1 1 1 1
NG |4¢1000114) + 7 |40001g314) 7 1]qu#00011#) + Neke 1]#00011g5#)

Por fim, serd avaliada a fungdao de transigao em (g1, #) e d(qs, #), que resulta em:

1 1 1 1
— 000114#) + —= |#00011 F —= x 1|0¢,000114#) + — x 1|#0001¢,10
\/§ |q1# #) \/§ |# CB#) \/§ | q #> \/5 |# q >
Todos os ramos chegaram em um estado final, finalizando o processamento na
maquina. Podemos efetuar uma medicao no estado atual da maquina para saber se ela
finalizou em um estado de aceitagao ou rejeicao. No caso desta sentenca ha % de chance

de obtermos |g,) [0000114) e 3 de obtermos |g,) |[#000110). Como, neste caso, o valor da

fita é irrelevante para a tomada de decisao, aceitamos a entrada com probabilidade 1.

Para a segunda entrada, comegaremos na configuragao inicial |#00gy110#) e

seguiremos a funcao de transi¢do. O processamento desta entrada serd da seguinte forma:

|#00go1104) +
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\}5 |#0q,0110) + \/‘ |#001¢5107)
\}5 |#¢600110#) + ﬁ |#0011g507#) -
\}5 g6 #001104) + \}5 |#00110¢g,#)

|0g,001104) + — |#00110¢,#)

1 |

V2 f

Notamos que apds a maquina finalizar seu processamento ela se encontra no estado

% |qa) + % |g-), logo como a entrada nao pertence a linguagem entdo uma medigao sobre
o estado teria apenas 50% de chance de ser aceita erroneamente, isso porque somente
o ramo da direita encontrou um erro, caso os dois ramos encontrassem erros entao a
probabilidade da entrada ser aceita cairia para 0%, por exemplo, se a entrada fosse [1010)

e a configuracao inicial |[#10go104).

3.3 Complexidade Computacional Quantica

Nesta secao serao abordadas as principais classes de complexidade quanticas,
definidas formalmente sobre os conceitos de circuitos quéanticos e sobre o modelo abstrato

de maquina de Turing quantica, indicando problemas pertencentes a estas classes.

3.3.1 Classe BQP

Segundo Bernstein e Vazirani (1997), Bounded-error Quantum Polynomial-time
é a classe dos problemas (linguagens) de decisdo que podem ser resolvidos em tempo
polinomial por uma Méquina de Turing Quéntica com erro probabilistico limitado a 1/3,
para todas as cadeias de entrada. Geralmente ¢ identificada como sendo a classe dos

problemas trataveis para computadores quanticos.

Uma outra definicao formal equivalente a anterior a classe BQP ¢ dada por Yao
(1993). Sendo a classe BQP o conjunto de linguagens L C {0, 1}* para a qual existe uma
familia uniforme de circuitos quanticos de tamanho polinomial {C,,}, ou seja, existe um
algoritmo classicamente eficiente para produzir {C,, : n € N} sobre uma base de portas

universais que para todo n e entradas « € {0,1}", onde Cj, é o circuito de tamanho |z|:
e Se x € L, entdo Pr{C,(z) = 1] > 2/3;

e Sex ¢ L, entdo Pr(Cp(z) =1] < 1/3.

Dessa forma, segundo Bernstein e Vazirani (1997) para uma entrada z existe um

algoritmo probabilistico que gera a descricao de um circuito quantico, com a entrada hard
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coded que decide se x € L, ao final da computacao o primeiro qubit serd medido para

efetuar a decisao sobre z.

Como visto em outras se¢oes a escolha do valor do erro pode ser diferente de 1/3,
e nao altera a classe, desde que seja uma constante k < 1/2, pois devido ao limite de
Chernoff (1952) podemos reduzir o erro exponencialmente rodando um niimero polinomial

de vezes o algoritmo e aceitando o resultado majoritario.

O algoritmo proposto por Shor (1997) mostrou que o problema da fatoracao de
numeros inteiros que busca, dado um ntmero inteiro, descobrir quais sdo os seus fatores
primos e o problema do logaritmo discreto podem ser decididos em tempo polinomial e

assim pertencem a esta classe de complexidade.

3.3.2 Classe QMA

Analogo a forma que a classe M A se relaciona com a classe BPP e a classe NP
se relaciona com a classe P, a classe QM A se relaciona com a classe BQ)P. Essa classe,
definida por Watrous (2000), contém todos os problemas de decisdao que sao verificados por
uma Maquina de Turing Quantica em tempo polinomial com probabilidade de erro menor
que 1/3, ou seja, caso a resposta da verificagao do certificado for sim, entdao a probabilidade
¢ mais de 2/3 do resultado ser verdadeiro. Caso o certificado nao seja aceito entdo ha no
maximo uma probabilidade de 1/3 que a resposta deveria ser sim. Basicamente a classe
QM A expande a definicao de NP para permitir que a verificacao seja realizada por uma

computagdo quantica e o certificado possa ser um estado quantico.

QM A pode também ser entendida como: o conjunto de linguagens L C {0, 1}*
onde para cada linguagem existe um circuito verificador quantico V em tempo polinomial e
para cada x € {0, 1}* com tamanho n = |z|, se x € L entdo existe um estado testemunha
|£) de tamanho polinomial de qubits que V (|z), |£)) aceita com probabilidade maior ou
igual a 2/3. Se = ¢ L entdo para todo estado testemunha |€), V' aceita com probabilidade
menor ou igual a 1/3 (BOOKATZ, 2014).

Formalmente, segundo Aharonov e Naveh (2002), uma linguagem L € QM A se
existe um verificador quantico V executando em tempo polinomial e um polinémio p de

tal forma que:

e Se x € L entdo, 3[¢) € HPI1D PriV(|z) [€)) = 1] > 2/3;

e Se x ¢ L entdo, V&) € HPID PriV(|z) [€)) = 1] < 1/3.

Caso a sentenga pertenca a linguagem, entao deve existir um estado testemunha
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quantico? [€) de tamanho polinomial, tal que, o verificador aceite com probabilidade alta,
recebendo o vetor de entrada e o estado testemunha. Caso nao pertenca entao nao deve

existir tal certificado.

Diferentemente da classe NP, ndao ha centenas de problemas conhecidos que
pertencem a essa classe. Segundo Bookatz (2014), os problemas mais conhecidos podem
ser divididos em trés principais grupos: Quantum circuit/channel property verification,
Hamiltonian ground state estimation e Density matriz consistency. Muitos desses problemas,

se nao todos, foram provados QM A — completos, ou seja, sao os problemas mais dificeis
da classe QM A.

3.3.3 Classe QIP

A classe QIP (Quantum Interactive Polynomial time), introduzida e definida
formalmente por Watrous (1999), é a versao quantica da classe cldssica IP. Pode ser
informalmente descrita como sendo o conjunto de problemas de decisao, que podem ser
verificados por um protocolo quantico de provas interativas. Nesta classe o verificador deve
verificar através de algoritmos quanticos e em tempo polinomial, enquanto o provador
tem recursos computacionais ilimitados. Neste protocolo podem ser trocadas um ntmero

polinomial de mensagens que podem ser estados quanticos.

Dado uma linguagem L e uma entrada x, é necessario que:

e secx € L entdo, o provador pode encontrar uma prova (ou certificado) que o verificador

aceite com probabilidade no minimo 2/3;

e se x ¢ L entdo, independente do certificado fornecido pelo provador, o verificador

sempre rejeitard com probabilidade no minimo 2/3.

Denominamos QI P[k|, para k € N, quando a troca de mensagens é limitada em

uma constante k de mensagens, com o provador enviando a ultima mensagem.

Em uma versao preliminar no artigo de Watrous (1999), e mais tarde publicado
também em Watrous (2003) provou também que PSPACE C QI P[3], mostrando que o
problema TQBF, um dos mais conhecidos problemas PSPACE — completos, pode ser
resolvido por 3 rodadas de interacao entre provador e verificador no protocolo descrito

acima.

O problema TQBF (True Quantified Boolean Formula), é uma generalizacao do
problema da satisfacao booleana (SAT) em que cada varidvel é quantificada com operadores

existenciais ou universais (3 ou V), e entao ¢ perguntado se dada uma féormula sobre esse

4 A classe de complexidade em que o verificador s6 tem acesso a provas classicas é chamada de Quantum

Classical MA(QCMA ), trivialmente QCMA C QM A.
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conjunto de varidveis é verdadeira ou falsa. Mostrar que este problema estd em QP3| é
suficiente para provar que existe um sistema quantico de provas interativas de 3 mensagens
para todos os outros problemas de PSPACE, tendo em vista que estes problemas podem

ser reduzidos em tempo polinomial ao problema TQBF.

Logo apds a prova anterior, Kitaev e Watrous (2000) provaram que qualquer
sistema quantico de provas interativas com um ntmero polinomial de rodadas e com erro
limitado bilateral pode ser paralelizado a um sistema de prova interativa quantica com erro

unilateral exponencialmente pequeno no qual o provador e o verificador trocam apenas 3
mensagens. Dessa forma provando que: Yk > 3, QI P[k] = QIP[3] = QIP.

333.1 QIP[1]

A classe QI P[1] é equivalente a classe QM A por definigdo, dado que somente uma
mensagem pode ser enviada, do provador para o verificador e serd verificada por uma

Maquina de Turing Quéntica em tempo polinomial com erro maximo de 1/3.

3332 QIP[2]

A classe QI P|2], como ja definida anteriormente, podera trocar no méaximo duas
mensagens entre o provador e o verificador. Esta classe esta trivialmente contida em
QIPI3] e contém trivialmente a classe QI P[1].

3.4 Relacoes entre Classes Quanticas

Nesta secao serao apresentas as relacoes de contingéncia formalmente provadas e
definidas entre as classes de complexidade, apresentadas na se¢do anterior, e suas relagoes

com as classes de complexidade classicas, definidas no capitulo anterior.

3.4.1 Relacdes com a classe BQP

A relagdo mais simples envolvendo a classe BQP foi provada junto de sua definicao,
por Bernstein e Vazirani (1997) que mostraram que BPP C BQP, ou seja, computadores
quanticos podem resolver em tempo polinomial qualquer problema classico probabilistico

de tempo polinomial, dado que as propriedades quanticas geram aleatoriedade.

Intuitivamente podemos pensar que é possivel simular uma computacao proba-

bilistica com circuitos quanticos, pois eles desempenham computacoes deterministicas
. 1. 1 .

eficientemente e podemos utilizar a porta de Hadamard para fazer |0) gerar % criando

assim uma fonte aleatéria de 0’s e 1’s.

A relacao BQP C PP é mais complexa de ser comprovada, como provada por

Adleman, DeMarrais e Huang (1997). Porém segundo Watrous (2006) podemos intuiti-
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vamente mostrar essa relagao através de um algoritmo probabilistico classico que simula
um circuito quantico, essa simulacao tera erro nao limitado, ou seja, nao sera um valor
constante menor que 1/2 mas como serd usada apenas para mostrar a relagdo com a classe
PP, que especifica erro menor que 1/2 (nao necessariamente constante) ela é suficiente

intuitivamente.

A demonstracao simula a parte real e imaginaria de um ntimero complexo com
dois bits e aplica transformagoes com portas universais quanticas utilizando circuitos
probabilisticos, por exemplo, simulando a porta de Hadamard através de um arremesso de
moeda®. O algoritmo por fim executa dois processos probabilisticos sobre uma entrada
simultaneamente, se os dois processos derem o mesmo resultado entao este resultado sera
aceito com probabilidade minimamente maior que 1/2, se os resultados forem diferentes
entao aleatoriamente escolhe aceita ou rejeita a entrada, o que é suficiente para pertencer

a classe PP.

A relacao entre NP e BQP ainda é desconhecida, apesar de que conjectura-se que
problemas NP-Completos nao estao em BQP, porém como P C BQP a prova da relacao

PLNP poderia dar uma luz nesta relagao.

Dessa forma podemos acrescentar a classe BQP no diagrama de rela¢oes construido

da seguinte forma:

EXP

|
PSPACE
/ \
PP AM
| |
BQP M
]
BPP N
\ /
p

Figura 20 — Inclusao de BQP.

A

P

®  Mais detalhes sobre a simulagdo podem ser vistos em <https://cs.uwaterloo.ca/~watrous/LectureNotes/

CPSC519.Winter2006/22.pdf>.


https://cs.uwaterloo.ca/~watrous/LectureNotes/CPSC519.Winter2006/22.pdf
https://cs.uwaterloo.ca/~watrous/LectureNotes/CPSC519.Winter2006/22.pdf
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3.4.2 Relacdes com a classe QMA

Similarmente a outras relagdes que ja vimos anteriormente, a versao quantica da
classe MA contém trivialmente sua versao classica, pois podemos simular circuitos classicos
utilizando circuitos quanticos eficientemente, e com a porta de Hadamard podemos criar a

aleatoriedade necessaria para a computacao classica probabilistica, entao MA C QM A.

Anélogo também a relagao que a classe P tem com a classe NP, podemos fazer
um paralelo entre a classe BQP que decide problemas em tempo polinomial com erro
limitado em uma Maquina de Turing Quantica, com a classe (QMA que verifica em tempo
polinomial certificados usando uma Maquina de Turing Quéantica. Como todo problema

decidido em tempo polinomial, nessas condi¢oes, também é verificado em tempo polinomial
entdo BQP C QM A.

Ja a relagdo QM A C PP nao é trivial, provada por Watrous (2003) em conjunto
com A. Kitaev e também demonstrada por Marriott e Watrous (2005), mostraram que o
limite superior da classe BQP poderia ser generalizado para provar as mesmas inclusoes

para a classe QMA.
Apesar da relacao entre MA e (QMA ser trivial, a relagao entre QMA e AM é

desconhecida, as duas classes sao conjecturadas serem incomparaveis, qualquer prova neste

sentido seria um resultado enorme na complexidade quantica.

E com esse resultado, podemos atualizar o diagrama das relagoes de inclusao entre

classes da seguinte forma:



3.4. Relagoes entre Classes Qudnticas 55

EXP

PSPACE

\
./

o7

Figura 21 — Inclusao de QMA.

3.4.3 Relacdes com as classe QIP

Quase duas décadas apds a prova de que I[P = PSPACE, e uma década apos
PSPACE C QIP. No artigo preliminar por Jain et al. (2009) e publicado mais tarde em
Jain et al. (2011), mostraram que QIP C PSPACE aplicando de forma paralelizada o
método de atualizagao de pesos multiplicativos de matriz a uma classe de programas semi
definidos que captura o poder computacional de provas interativas quanticas, similar ao

que foi feito por Jain, Upadhyay e Watrous (2009).

Provando que QIP = IP = PSPACFE mostramos que os sistemas quanticos de
prova interativa nao sao mais poderosos do que os cldssicos. Apesar que podem oferecer
uma redugdo no nimero de mensagens requeridas. E que com 3 mensagens ja se tem o

poder equivalente a um ntimero polinomial de mensagens trocadas.

A classe QAM é similar a classe AM|[2], em que o verificador Arthur gera uma
sentenga uniformemente aleatéria e a envia ao provador Merlin, entdo Merlin responde com
um certificado quantico limitado polinomialmente e Arthur pode verificar este certificado,
da mesma forma que em AM, utilizando a sentenca aleatoria que gerou, porém usando
uma Méquina de Turing Quéntica. Assim notamos que AM[2] C QAM é uma relagao

direta.

Como no protocolo QI P[2] podemos realizar a primeira comunicagao, do verificador

ao provador, enviando uma sentenca aleatéria, como em (QAM, mostramos diretamente
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que QAM C QIP[2], e por fim AM[2] C QIP[2].

Apesar dos resultados encontrados é provavel que no caso classico, mesmo que I P =
PSPACE, PSPACE e AM sejam diferentes, porém nenhuma prova foi demonstrada

ainda decidindo se AM e PSPACE devem colapsar ou nao na hierarquia de classes.

Dessa forma, podemos incluir QI P[1], QI P[2], e QI P na hierarquia de classes da

seguinte forma:

EXP
PSPACE = QIP

PP QIP[2]

QMA = QIP[1] AM

Figura 22 — Inclusao de QIP[1], QIP[2] e QIP.
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4 Pontos em aberto e implicacoes

A quantidade de relagbes em aberto é significativa, dada a dificuldade de se provar
verdadeira, ou nao, a equivaléncia ou pertinéncia entre classes de complexidade. Devido
a isso, neste capitulo serao apresentados os principais pontos em aberto no campo da
complexidade computacional, enfatizando relagoes em aberto mais conhecidas ou que
tendem a serem provadas em um futuro proximo, discutindo os impactos e implicagoes da
prova destas relagoes, assim como quais sdo as conjecturas atuais e o que se espera que se

prove verdadeiro no futuro.

A figura 22, construida no capitulo anterior, pode ser extremamente util para

visualizar e entender as relagoes e implicagoes que seguem.

41 P =NP

O problema se P = N P ¢ considerado por muitos o maior problema nao resolvido
na ciéncia da computagao, segundo Hemaspaandra (2002) a maioria dos cientistas da
computacao acredita que P # NP, e a razdo para isso é que depois de décadas de estudo
sobre estes problemas nao foi possivel achar um algoritmo polinomial que decida qualquer

um dos mais de 3000 problemas NP — Completos conhecidos.

As implicacoes de P = N P seriam gigantescas, tendo em vista que praticamente
todas as areas de estudo possuem problemas importantes NP — Completos, por exemplo,
sistemas de seguranca que se baseiam em algoritmos em NP estariam vulneraveis. A
possibilidade de resolve-los em tempo polinomial transformaria o mundo completamente.
Muitos problemas de otimizacao teriam sua solucao 6tima encontrada e a toda a classe
de problemas que buscam solugoes suficientemente boas em tempo polinomial perderia
boa parte do seu valor. Segundo Sipser (1983) e Lautemann (1983) se P = NP entao
P = BPP.

Poderiamos nos perguntar se o resultado que P = N P implicaria que BQP = P,
porém no momento ainda nao sabemos, podem ainda existir problemas que estao em BQ P
que nao estao em P. E mesmo se BQP = P, nao implica que computadores quanticos
nao sejam uteis, de forma pratica, poderiamos ter um ganho de desempenho expressivo
na resolucao de determinados problemas, aumentando a quantidade de instancias de

problemas que podemos resolver.

J& a prova que P # N P nao teria tantos beneficios praticos, porém ainda assim
seria um grande avanco na teoria da complexidade computacional e poderia mudar o

enfoque da pesquisa para outros problemas ainda em aberto.
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42 P = PSPACE

Apesar de existir diversas outras classes entre a classe P e a classe PSPACE no
diagrama apresentado, nao ha qualquer prova que demonstre a igualdade ou desigualdade
entre essas classes. De fato a tnica prova nesse sentido mostra que a classe P esta
estritamente contida na classe EXP, ou seja, P C EX P, o que demonstra a dificuldade de
encontramos provas que confirmem desigualdades entre as classes. Porém, este resultado

também indica que pelo menos uma das inclusoes entre P e EXP deve ser estrita.

Da mesma forma que conjectura-se que P # NP, conjectura-se que NP #
PSPACE e assim espera-se que P # PSPACE. Qualquer demonstragdo de PSPACE =

P levaria ao colapso da hierarquia de classes, que é improvavel de acontecer.

43 P =BPP e NP =MA =AM

Sabemos que os problemas em P estao em BPP e existiam muitos problemas que
estavam em BPP e nao sabiamos se estavam também em P. Com o tempo o nimero destes
problemas vem diminuindo. O problema de decidir se um determinado niimero é primo,
por exemplo, foi por muito tempo, um problema famoso em BPP, porém Agrawal, Kayal
e Saxena (2002) mostraram que hd um algoritmo deterministico em tempo polinomial que

o decide.

Ainda nao sabemos se P = BPP, mas conjectura-se que sim, pois na maioria dos
algoritmos aleatorios foi possivel abrir mao da aleatoriedade e encontrar um algoritmo
deterministico em P. Por razoes similares conjectura-se que NP = M A = AM. Porém

ainda nao sabemos, por exemplo, se o problema do nao isomorfismo em grafos, que esta
em AM, também esta em MA ou NP.

4.4 Conjecturas sobre BQP

Com o inicio do estudo sobre computagdo quantica, a grande expectativa era
ganharmos um aumento exponencial sobre o tempo utilizado em problemas considerados
intrataveis, pois com o uso de qubits é possivel codificar um conjunto maior de entradas, em
um estado de superposicao, e desta forma, realizar o processamento de todas as entradas
em paralelo. Porém, como vimos, o processo de medicao seleciona uma configuracao dentre

todos os estados em superposicao com uma certa probabilidade.

Para que a computacao quantica seja efetivamente mais eficiente que a computacgao
classica, é necessario que o algoritmo quantico explore o fendmeno de interferéncia quantica,

de forma que, respostas invalidas interfiram destrutivamente! umas nas outras, visando

1 Se um evento ocorrer com uma amplitude positiva e outra negativa.
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diminuir a probabilidade de serem medidas, e respostas corretas interfiram construtiva-
mente, aumentando a probabilidade de serem medidas. De fato, ainda s6 sabemos como

fazer isso para alguns tipos especiais de problemas.

A relacao entre BQP e NP é desconhecida e é um problema aberto até entao,
porém acredita-se que existem problemas em BQP que nao estao em NP e problemas em

NP que nao estdo em BQP, a evidéncia para isso baseia-se em ordculos?.

Idealmente, gostariamos de ter uma prova matematica que mostre que NP ¢ BQP,
mostrando que ha problemas em NP que nao estao em BQ P, mas qualquer prova neste
sentido implicaria que P # NP, pois P C BQP.

Dada a expectativa de solucionarmos problemas em NP em tempo polinomial
em uma Maquina de Turing Quantica, poderiamos provar que NP C B@QP mostrando
que ha algum problema NP — C'ompleto que pertence também a BQP. O problema da
fatoragao de inteiros em seus fatores primos esta em N P pois podemos verificar a fatoragao
simplesmente multiplicando os primos e comparando com o ntmero inteiro, porém, até o

momento este problema nao foi provado ser NP — Completo e nem estar em P.

Poderiamos imaginar que a prova P ~Z NP implicaria na prova que BQP = QMA
ou que BQP # QM A, ou vice-versa, no momento nao ha nenhum resultado formal que
indique isso, porém qualquer avango em alguma dessas questoes poderia, possivelmente,

desencadear avango nas outras.

Atualmente também é conjecturado que ha problemas em BQP, por exemplo, o
Algoritmo de Shor (1997), que nao estao em BPP, e dessa forma BPP C BQP.

2 Um oraculo é um dispositivo abstrato, que pode ser anexado a uma Méquina de Turing, e que decide

problemas de decisao em uma tnica operacao podendo ser ttil para investigar relacoes entre classes.
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5 Consideracoes Finais

Este trabalho apresentou um estudo sobre as principais classes de complexidade
classicas, probabilisticas e quanticas. Enfatizando além de suas defini¢oes formais e proble-
mas contidos, as relagoes de equivaléncia entre as mesmas, provadas na literatura, criando
um diagrama que possibilita uma visao geral do estado atual da hierarquia de classes de

complexidade.

O presente trabalho também apresentou dois principais modelos de computacao
utilizados para definir classes de complexidade: o modelo abstrato de Maquinas de Turing
e suas variagoes nao-deterministica, probabilistica, quantica, e o modelo de Computacao
Quantica Circuital através da criacao de circuitos com portas logicas quanticas. Mostrando
sempre que necessario conceitos fundamentais e exemplos do funcionamento, tanto dos

modelos quanticos quanto dos modelos cléssicos.

Por fim, este trabalho apresentou alguns dos principais pontos em aberto e conjectu-
ras na area de teoria da complexidade, que merecem destaque, e que tem maior relevancia

na discussao sobre a capacidade da computacao quantica frente a computacao classica.

Entende-se que ao estudar e mostrar as relagoes entre classes de complexidade,
pode-se compreender melhor os limites dos modelos computacionais sobre aspectos de
tempo e espacgo, tornando possivel a comparagoes entre eles. E dessa forma, alinhamos as
expectativas sobre a Computacao Quantica direcionando o esfor¢o em pesquisa da melhor

forma possivel.

Espera-se que este trabalho possa ser 1til em futuros trabalhos sobre classes de
complexidade quanticas, servindo como uma base de conhecimento de conceitos funda-
mentais e fornecendo uma visao geral das relagoes entre as principais classes classicas e

quanticas.
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Abstract. Quantum computers are increasingly less distant reality and, with
them, comes a great expectation of improving the efficiency of algorithms that
seek to solve different types of problems considered classically intractable. In
this sense, a study on theoretical models of computation and the main classical
and quantum complexity classes will be done, showing contingency and equiva-
lence relations between them, in order to define the limits of quantum computing
on theoretical aspects of computability and treatability. Also defining the main
open relationships and conjectures in the literature on the theory of quantum
computational complexity.

Resumo. Computadores quanticos sdo cada vez uma realidade menos distante
e, com eles, vem a grande expectativa de melhorar a eficiéncia de algoritmos
que buscam resolver diversos tipos de problemas considerados intratdveis clas-
sicamente. Neste sentido, serd feito neste trabalho um estudo sobre modelos
tedricos de computacdo e as principais classes de complexidade cldssicas e
quanticas, mostrando relacoes de contingéncia e equivaléncia entre elas, de
forma a definir os limites da computacdo qudntica sobre aspectos tedricos de
computabilidade e tratabilidade. Definindo também as principais relacoes em
aberto e conjecturas na literatura sobre a teoria da complexidade computacio-
nal quantica.

1. Introducao

Até meados de 1965 ndo havia nenhuma previsao real sobre o futuro do hardware quando
Gordon E. Moore fez sua profecia, na qual o nimero de transistores dos chips teria um au-
mento de 100%, pelo mesmo custo, a cada periodo de 18 meses. Essa profecia tornou-se
realidade e acabou ganhando o nome de Lei de Moore [Disco and Van Der Meulen 1998].

Segundo Nielsen e Chuang [Nielsen and Chuang 2010], a medida que a escala dos
transistores diminuia, ela se aproximava cada vez mais de limites fisicos fundamentais.
Nos dias atuais, empresas como Intel e Nvidia apostam em outras alternativas aos chips
de silicio, investindo cada vez mais na Computa¢do Quantica e também em Computagcao
Bioldgica, para superar este obstaculo.

A Computagdo Quantica € um novo paradigma de computagdo em que se utilizam
sistemas quanticos para se realizar processamento de informagdo. E nela s@o introduzidos
recursos nao existentes na Computagdo Classica. [Pollachini 2018].

Segundo Melo e Christofoletti [Melo and Christofoletti 2003], a computacao
quantica é uma proposta para realizar o processo da computacdo usando algebra quantica.



A mecanica quantica ¢ fundamental nesse processo. O computador cldssico opera com
uma sequéncia de zeros e uns, de modo que qualquer acdo computacional pode ser tradu-
zida em ultima instincia por uma sequéncia desses algarismos. E esses zeros e uns, sdo
na verdade estados 16gicos de transistores. Nao € possivel ter os dois a0 mesmo tempo.

Ja os computadores quanticos mantém um conjunto de qubits. Um qubit pode
conter um 1, um 0 ou uma sobreposicdo destes. Em outras palavras, pode conter tanto um
1 como um 0 a0 mesmo tempo. O computador quantico funciona pela manipulacio destes
qubits. Com isso, uma colecdo de qubits poderia representar uma fileira de nimeros ao
mesmo tempo, e um computador quantico poderia processar toda uma entrada de dados
simultaneamente [Melo and Christofoletti 2003].

Com isso, surgem as questoes sobre o poder computacional de um computador
quantico, que motivam a producao deste trabalho. Seriam computadores quanticos capa-
zes de solucionar problemas que ndo podem ser solucionados por um modelo cldssico de
computaciao, como uma maquina de Turing? Seriam os computadores quanticos capazes
de tratar problemas que hoje sdo considerados intratdveis nos modelos de computagdo
classicos? Quais as classes de problemas que podem ser efetivamente resolvidos com a
utilizagcdo de algoritmos quanticos? Quais sdo as relagdes entre as classes de complexi-
dade cléssicas como por exemplo, P e NP, com as classes de complexidade quanticas?

Segundo Pollachini [Pollachini 2018], a expectativa € que um modelo hibrido en-
tre Computacdo Classica e Quantica seja a tecnologia emergente no cendrio atual; A
computacao seria realizada em um processador quantico para problemas nos quais ha
vantagens no uso da Computacdo Quantica, como espera-se que ocorra com os proble-
mas chamados NP-dificeis. Dentre as principais aplicagdes previstas para a Computacao
Quantica, destaca-se resolucdo de problemas de otimizacao, machine learning, desenvol-
vimento de novos materiais, fAirmacos e processos quimicos.

O algoritmo quantico de Shor [Shor 1997], possibilita que fatoracdes de nimeros
primos e o célculo de logaritmos discretos sejam feitos de forma eficiente, impactando
assim sistemas de criptografias que se baseiam nessa dificuldade pratica, como por exem-
plo, o algoritmo de criptografia assimétrica RSA [Rivest et al. 1978] e amplamente ainda
utilizado até hoje.

Dadas as aplicagdes futuras e expectativas desse novo paradigma surge a necessi-
dade de pesquisa em ciéncia de base, preocupada em responder como as coisas se relacio-
nam e quais sdo as potencialidades da computagdo quantica, no caso, como se organizam
as classes de complexidade quanticas e quais sdo suas relacdes com as outras classes
classicas.

O objetivo geral deste trabalho € apresentar o modelo de Mdquina de Turing
Quantica e seu funcionamento estabelecendo relacdes entre as classes quanticas de com-
plexidade e as classes cldssicas, enfatizando os principais resultados, pontos em aberto e
implicagoes.

Este trabalho sera apresentado da seguinte forma: na secdo 2 serd apresentado
o modelo de Mdaquina de Turing Quantica, na secao 3 serdo apresentadas, de modo in-
cremental, as principais classes de complexidades cldssicas e quanticas e suas relagdes,
J4 na secdo 4 serdo mostrados problemas em aberto, implicagdes e no capitulo 5 as
consideragdes finais do trabalho.



2. Maquina de Turing Quantica

Uma Maquina de Turing Quantica, definida por Deutsch [Deutsch 1985], diferente
das outras variantes de Mdaquinas de Turing pode encontrar-se numa superposi¢ao de
configuracdes a cada instante, sendo a superposi¢do de configura¢cdes uma combinagao
linear de configuracdes. Em uma Méquina de Turing Quantica € possivel, a cada passo
de computacao, efetuar multiplas transi¢cOes nas diversas configuracdes. Potencialmente
essa caracteristica pode ser explorada para se obter algoritmos quanticos eficientes para
problemas hoje considerados dificeis.

Ela também difere no sentido em que, ao final de sua execucdo, a maquina realiza
uma medicao, que consiste em escolher aleatoriamente uma das configuracdes e devido a
essa caracteristica probabilistica, essa maquina pode produzir diferentes saidas para uma
mesma configuracdo de entrada.

Segundo Ozawa [Ozawa 1998], uma Madaquina de Turing Quantica Q, é um
sistema quantico consistido de um processador, uma fita infinita bilateralmente e um
cabecote para ler e escrever simbolos na fita. Sua configuracdo € determinada pela
configuracdo ¢ do processador, de um conjunto finito () de estados, pela configuragao
da fita 7" representada por uma cadeia infinita de um conjunto finito > de simbolos, e a
posicdo discreta do cabecote £, sendo um valor no conjunto Z de inteiros.

Desta forma, qualquer configuracdo C' de Q pode ser representada por uma tri-
pla C = (q,T,¢) na configuracdo de espaco () x ¥* x Z, sendo ¢ o estado atual, T’
a configuracdo atual da fita e £ a posi¢do discreta do cabecote sobre a fita. Assim o
estado de Q ¢é representado por um vetor unitirio no espaco de Hilbert H gerado pela
configuracdo de espaco. A base computacional é representada por |C) = |¢) |T') |£) para
qualquer configuragdo C' = (¢,7,¢§) € @ x ¥* X Z podendo escrever também como:

lq,T,6) = |g) |T) |£).

A funcdo de transicdo 9, pode ser definida, como por Bernstein e Vazirani
[Bernstein and Vazirani 1997], com C' sendo um conjunto de amplitudes o € C, no con-
junto dos nimeros complexos, no qual:

§:Q x ¥ — COIARD

Dessa forma, dado um estado e um simbolo na fita, a fun¢do faz um mapeamento
para um conjunto C'. Cada elemento neste conjunto identifica uma amplitude e atrelada
a cada amplitude estd o proximo estado da maquina em (), o simbolo em ¥ que deve ser
escrito na fita e define a direcao do movimento do cabecote podendo mover-se a esquerda
(E) ou a direita (D). A funcao restringe que a soma dos quadrados das amplitudes seja
igual a 1.

A Midquina de Turing Quantica define um operador linear, chamado de operador
de evolugdo temporal, se a Maquina Q comecga numa configuracdo C' com estado cor-
rente ¢ e simbolo a na fita, entdo apds um passo Q vai estar em uma superposicio de
configuragdes, no estado i) = ) . o;C;, onde cada valor de amplitude «; # 0 foi definido
na fung¢do de transi¢do (¢, a), sendo C; a configuragcdo da maquina apds o processador ir
para o estado definido na funcao de transicao, escrevendo na fita onde o cabecote se en-
contra e movendo o cabec¢ote em uma direcao especificada. Estendendo esse mapeamento



para o espaco inteiro temos o operador linear de evolugdo temporal U'.

A computag@o consiste em preparar primeiramente o estado inicial |Cy) de tal
forma que |Cy) = |qo) |Tin) |0), neste caso T, € a entrada da maquina codificada e trans-
formada em uma cadeia de entrada na fita, entdo a computagao procede, chamada também
de evolucgao do sistema, transformando o estado inicial no estado final. A dindmica de Q
¢ descrita por um operador unitdrio U em H, que especifica a evolugdo de qualquer estado
|1)(t)) durante uma tdnica etapa computacional no tempo ¢.

O operador de evolugdo age no estado |1)) em ¢, e nos dd o estado |¢)) no tempo t:

[9(1)) = U [4(0))

Ainda segundo Ozawa [Ozawa 1998], o resultado de uma computagdo é obtido
fazendo uma medicao na fita apds a computacao ter finalizado, diferente do caso classico,
a configuracdo da maquina ndo pode ser monitorada durante a computacdo por causa do
efeito causado por uma medic¢ao.

2.1. Exemplo de funcionamento

Nesta secdo iremos exemplificar o funcionamento de uma Maquina de Turing Quantica
que reconhece a linguagem regular 0717, como a expressdo regular indica, uma cadeia
pertence a essa linguagem se comecar com uma sequéncia de um ou mais 0’s, € em se-
guida, uma sequéncia de um ou mais 1’s. Essa linguagem pode ser reconhecida, sem
dificuldades, por um autdomato finito, mas por questdes de simplicidade serd utilizada
neste contexto.

Para demonstrar o funcionamento utilizaremos uma notag¢ao simplificada, que
tem a forma similar a |#000g;11#), neste caso ela representa que o contetddo da fita é
|#00011#), o estado atual da maquina é |¢;), e o cabecote se localiza na posi¢do subse-
quente a posi¢do do estado, ou seja, neste caso o cabegote estd sobre o primeiro valor 1
na fita. Adicionaremos o simbolo # para indicar o comeco e o fim da cadeia de entrada.
Também usaremos o simbolo F para indicar um passo de computacdo na maquina, no
lado esquerdo, a configuracdo antes do passo, e no lado direito, a configuracdo apos.

Podemos definir uma Mdquina de Turing Quéntica que reconhece 0717, da se-
guinte forma:

Q@ = {490,901, 92,3, 94,95, 465 Gu, ¢r }» sendo go o estado inicial, g, o estado de
aceitacdo e ¢, o estado de rejeicao;

¥ ={0,1}

E com a funcdo de transi¢do definida na Tabela 1. Esta func¢do leva em
consideracdo que a entrada serd pré-processada, adicionando o simbolo # no comecgo
e fim da entrada, e o cabe¢ote da Maquina serd posicionado no meio da cadeia de entrada,
como a fita € infinita bilateralmente, podemos, de forma equivalente, configurar a fita para
que o centro da cadeia esteja na posi¢ao 0 na configuragdo inicial.



o 0 1 #
N \/Li(th,(lE)’ \/Li(qu,D) \/LE(%LE)’ \/Lﬁ(%vlvD) 1(2-,0,B)
¢ 1(a1,0,E) 1(ar,LE) 1(44,0,D)
0 1(22,0,D) 1(23,1,D) 1(a-.0.E)
s 1(ar,0,D) 1(as,1,D) 1(44,0,E)
Qu 1(26,0,E) 1(as,LE) 1(a-,0,D)
s 1(ar,0,D) 1(a5,1,D) 1(4a.0,E)
06 1(26.,0,E) 1(ar,LE) 1(24,0,D)

Tabela 1. Funcao de transicao da Maquina de Turing Quantica

Para exemplificar faremos uma simulagio com a entrada |00011) que pertence a
linguagem. Pré-processamos a entradas, como descrito anteriormente, € a configuracao
inicial da Mdquina no cendrio sera: |#00go011#).

A fungio de transi¢do indica que 6(gg,0) = A @08 1 (@0D) g, apds um

g 2 > V2
passo de computagdo teremos:

1
V2

Podemos ver que a maquina estd em uma superposi¢do de estados e em um
proximo passo de computagdo, avaliaremos a funcdo de transi¢do tanto para (¢, 0)
quanto para 0(qs, 1), 0 que resulta em:

FHRO0ROLI) b = [H0000114) + = [#0000,117)

1

NG |#0q100114#) +

1 1 1
Ne 400021 14¢) 75 %1 |#¢,000114) + 7 %! |40001g514)

No préximo passo de computagdo, avaliaremos para §(q;, 0) e 6(gs, 1), resultando
em:

1 1 1
Ne |40001g514¢) 75 %1 |1 #£000114) + 7 %! 40001 1g5#)

Por fim, serd avaliada a fun¢do de transicdo em 0(q1,#) e (g3, #), que resulta

1
— 000114#) +
\/5 ‘#QI #>
em:

% |#00011g3#) + % x 1]0¢,00011#) + % x 1]#0001¢,10)
Todos os ramos chegaram em um estado final, finalizando o processamento na
maquina. Podemos efetuar uma medicdo no estado atual da méquina para saber se ela
finalizou em um estado de aceitacio ou rejeicao. No caso desta sentenca ha % de chance
de obtermos |g,) [000011#) e 1 de obtermos |g,) [#000110). Como, neste caso, o valor
da fita € irrelevante para a tomada de decisdo, aceitamos a entrada com probabilidade 1.

1
5 | #0001148) +



3. Classes de complexidade e relacoes

A classe P, também conhecida como Polynomial-Time € uma das classes de complexidade
fundamentais, definida inicialmente por Edmonds, Cobham e Rabin [Edmonds 1965]
[Cobham 1964] [Rabin 1960]. A classe P contém todos os problemas de decisao que
podem ser decididos por uma Maquina de Turing Deterministica usando uma quantidade
polinomial de tempo de computagdo, ou seja existe um polindmio p(n), sendo n o com-
primento da entrada, em que a maquina sempre para e decide apds p(n) passos.

Com as contribuicdes de Cobham e Edmonds [Cobham 1964 ][Edmonds 1965] po-
demos assumir que os problemas serdo considerados trativeis, ou seja, que podem ser
vidveis e eficientes de serem decididos em algum dispositivo computacional, somente se
podem ser computados em tempo polinomial por um Méquina de Turing Deterministica.

A classe NV P, também conhecida por Non-Deterministic Polynomial Time, pode
ser definida formalmente, como feito por Sipser [Sipser 2006], sendo a classe de lingua-
gens que uma Mdquina de Turing Nao-deterministica consegue decidir em tempo polino-
mial ao tamanho da entrada, consideramos /N P uma classe de problemas para os quais
nao temos solucdes eficientes e consideradas trataveis.

Segundo Sipser [Sipser 2006] a classe N P também pode ser definida de forma
equivalente como sendo a classe de linguagens que pode ser verificada em tempo polino-
mial. Ou seja, dada uma cadeia de entrada € possivel verificar se ela pertence a linguagem
ou ndo em tempo polinomial. Sipser define formalmente um Verificador, para uma lin-
guagem [, sendo um algoritmo V', onde:

L ={w|V aceita <w,c> para alguma cadeia c}

sendo ¢ um certificado ou prova que pode ser usado para verificar que uma cadeia w
pertence a linguagem L. Se uma linguagem L possui um verificador que roda em tempo
polinomial entdo L € NP.

O trabalho de Cook e Levin [Cook 1971] e [Levin 1973] mostrou que existem pro-
blemas em N P cuja complexidade € a mesma da classe inteira. Os chamados problemas
NP — Completos sdo considerados os problemas mais dificeis da classe; A implicacio
disso € que se existir, para qualquer problema NP — Completo, um algoritmo que o
solucione em tempo polinomial, todos os outros problemas em N P também o serao.

Por defini¢do podemos afirmar que P C N P, dado que, todo problema que pode
ser resolvido em tempo polinomial deterministicamente, também € resolvido em tempo
polinomial por uma Méquina de Turing ndo-deterministica que nao precisa utilizar o nao-
determinismo.

Definida inicialmente por Gill [Gill 1977] a classe Bounded-Error Probabilistic
Polynomial Time - BP P ¢ a classe em que todos os problemas de decisdao sdo soluciona-
dos em tempo polinomial com erro maximo de 1/3. Ou seja, uma cadeia de entrada que
pertence a linguagem tem no minimo probabilidade 2/3 de ser aceita pela maquina, e se a
cadeia ndo pertence a linguagem entdo a maquina a rejeita com probabilidade pelo menos
2/3.

Pode-se notar que todos os problemas em P estdo contidos em BPP, ja que o
erro maximo de uma Méquina de Turing Deterministica € 0. J4 o relacionamento entre



NP e BPP é desconhecido, ndo podemos afirmar que BPP C NPou NP C BPP.

A classe M A é a versdo probabilistica da classe NP. Segundo Babai
[Babai 1985], M A é um conjunto de linguagens L contidas em {0, 1}* onde, para cada
uma delas, existe uma Mdaquina de Turing M, probabilistica, que computa em tempo
polinomial para todas as entradas w. Caso w pertenca a linguagem entdo existe um cer-
tificado ¢ que M (w, c¢) aceita com probabilidade no minimo 2/3. Caso w ndo pertenga a
linguagem entdo para qualquer certificado ¢, M (w, ¢) aceita com probabilidade méaxima
1/3.

Desta definicdo nota-se que BPP C M A, dado que um problema decidido em
uma Mdquina de Turing Probabilistica com erro maximo de 1/3 também é verificado
com erro maximo 1/3. E imediato que NP C MA, tendo em vista que, NP verifica
deterministicamente um certificado em tempo polinomial.

A classe AM (Arthur-Merlin) ou AM|2], introduzida por Babai [Babai 1985] é
composta por problemas de decisd@o que podem ser verificados em tempo polinomial por
um protocolo de troca de mensagens entre um Verificador e um Provador com duas mensa-
gens. Ou seja ha apenas um conjunto de consulta e resposta. O Verificador, joga algumas
moedas aleatdrias e envia o resultado dos seus lancamentos para o Provador que responde
com um certificado. O Verificador entdo decide se aceita ou rejeita o certificado em tempo
polinomial e com erro maximo 1/3 utilizando as moedas sorteadas.

A classe M A esta contida em AM|2], tendo em vista que o protocolo de troca de
mensagens entre Provador e Verificador s6 necessita trocar uma mensagem em M A. A
classe AM k|, definida similarmente a classe AM, porém com k rodadas de interacéo, é
equivalente a classe AM [2] para todo k& > 2 [Babai and Moran 1988].

Definida por Gill [Gill 1977], a classe PP (Probabilistic Polynomial-Time) é a
classe dos problemas de decisao que sao decididos por uma Méquina de Turing em tempo
polinomial ao tamanho da entrada com erro menor que 1/2 para todas as respostas. Pode-
se mostrar que a classe BPP C PP, dado que os problemas da classe BPP tem erro
menor que 1/3 para todas as instincias, e a classe PP, como definida, contém todos os
problemas com erro menor que 1/2. Mais importante que a relagdo acima e incluindo a
mesma, Vereschchagin mostrou que M A C PP [Vereschchagin 1992].

Segundo Sipser [Sipser 2006], PSPAC'E ¢ a classe dos problemas de decisdo que
utilizam espaco polinomial em uma Maquina de Turing Deterministica. A relacio PP C
PSPACE nio ¢ tao fécil de ser visualizada, uma maneira de entender essa relagao, é
notar que um algoritmo probabilistico que roda em tempo polinomial em uma Maquina
de Turing Nao-deterministica, s6 necessita de, no miximo, espaco polinomial para cada
ramo de computacio.

Como resultado de Shamir [Shamir 1990], a classe dos sistemas de provas in-
terativas I P[poly|, com um nimero polinomial de rodadas de interagdo ao tamanho da
entrada %, foi provada ser equivalente a classe PSPACE. E utilizando o resultado
de Goldwasser e Sipser [Goldwasser and Sipser 1986] que I P[k] C AM|[k + 2], mos-
tramos que [ P[poly] = AM]Ipoly] = PSPACE, como AMI[k] C AM] poly] entdo
AM C PSPACE.

Segundo Papadimitriou [Papadimitriou 1994] a classe EX PT'IM E, ou simples-



mente £ X P, pode ser definida como o conjunto de todos os problemas de decisdo que
podem ser resolvidos por uma Maquina de Turing Deterministica em tempo exponencial
ao tamanho n da entrada para qualquer £ € N.

Podemos provar formalmente, como mostrado por Sipser [Sipser 2006, 308]: Para
f(n) > n, uma Maquina de Turing que usa f(n) espaco pode ter no maximo f(n)2°(/()
diferentes configuracdes. A computagdo por uma Maquina de Turing que decide ndo
deve repetir uma configura¢do. Portanto uma Mdquina de Turing que usa espago f(n)
deve computar em tempo f(n)2f™, entio PSPACE C EXPTIME.

A relagdo entre as classes de complexidade descritas podem ser resumidas na Fi-
gura 1

EXP

PSPACE

PP/ \AM
N
N

BPP NP
P

Figura 1. Relacoes entre Classes de Complexidade Classicas.

Segundo Bernstein e Vazirani [Bernstein and Vazirani 1997], a classes BQP
Bounded-error Quantum Polynomial-time € a classe dos problemas (linguagens) de de-
cisdo que podem ser resolvidos em tempo polinomial por uma Méquina de Turing
Quantica com erro probabilistico limitado a 1/3, para todas as cadeias de entrada. Ge-
ralmente € identificada como sendo a classe dos problemas trataveis para computadores
quanticos.

Bernstein e Vazinari [Bernstein and Vazirani 1997] mostraram que BPP C
BQP, ou seja, computadores quanticos podem resolver em tempo polinomial qual-
quer problema classico probabilistico de tempo polinomial, dado que as propriedades
quénticas geram aleatoriedade. E possivel provar também a relacio BQP C PP
[Adleman et al. 1997].

Andlogo a forma que a classe M A se relaciona com a classe BPP e a classe N P
se relaciona com a classe P, a classe ()M A se relaciona com a classe BQ)P. Essa classe,
definida por [Watrous 2000], contém todos os problemas de decisdo que sdo verificados
por uma Mdaquina de Turing Quantica em tempo polinomial com probabilidade de erro
menor que 1/3. Basicamente a classe ()M A expande a definicdo de N P para permitir
que a verificacdo seja realizada por uma computagdo quantica e o certificado possa ser
um estado quantico.



Similarmente a outras relacdes que ja vimos anteriormente, a versao quantica
da classe MA contém trivialmente sua versdo classica, pois podemos simular circuitos
classicos utilizando circuitos quénticos eficientemente, € podemos criar a aleatoriedade
necessaria para a computacao cldssica probabilistica, entdo M A C QM A.

Andlogo também a relacdo que a classe P tem com a classe NP, podemos fazer
um paralelo entre a classe BOP que decide problemas em tempo polinomial com erro
limitado em uma Méquina de Turing Quantica, com a classe QMA que verifica em tempo
polinomial certificados usando uma Méquina de Turing Quantica. Como todo problema
decidido em tempo polinomial, nessas condi¢des, também € verificado em tempo polino-
mial entdo BQP C QM A.

Ji a relacio QMA C PP ndo € trivial, provada por Watrous
[Watrous 2003] em conjunto com A. Kitaev e também demonstrada por Marriott
[Marriott and Watrous 2005], mostraram que o limite superior da classe BQP poderia ser
generalizado para provar as mesmas inclusdes para a classe QMA.

A classe QI P (Quantum Interactive Polynomial time), introduzida e definida for-
malmente por Watrous [Watrous 1999]. Pode ser informalmente descrita como sendo o
conjunto de problemas de decisdo, que podem ser verificados por um protocolo quantico
de provas interativas. Nesta classe o Verificador deve verificar através de algoritmos
quanticos e em tempo polinomial, enquanto o Provador tem recursos computacionais ili-
mitados. Neste protocolo podem ser trocadas um nimero polinomial de mensagens que
podem ser estados quanticos.

Kitaev e Watrous [Kitaev and Watrous 2000] provaram que qualquer sistema
quantico de provas interativas com um nimero polinomial de rodadas e com erro limi-
tado bilateral pode ser paralelizado a um sistema de prova interativa quantica com erro
unilateral exponencialmente pequeno no qual o provador e o verificador trocam apenas 3
mensagens. Dessa forma provando que: Vk > 3, QI P[k] = QIP[3] = QIP.

Uma década apés a prova que PSPACE C QI P[3] [Watrous 2003]. Foi mos-
trado que Q/P C PSPACE aplicando de forma paralelizada o método de atualizacdo
de pesos multiplicativos de matriz a uma classe de programas semi definidos que captura

o poder computacional de provas interativas quanticas [Jain et al. 2011], provando que
QIP[3] = PSPACE.

A classe QI P[2], poderd trocar no maximo duas mensagens entre o Provador e

o Verificador. Esta classe esta trivialmente contida em )/ P[3] e contém trivialmente a
classe QI P[1].

A classe QI P[1] é equivalente a classe ()M A por defini¢cdo, dado que somente
uma mensagem pode ser enviada, do Provador para o Verificador e serd verificada por
uma Méquina de Turing Quéntica em tempo polinomial com erro maximo de 1/3.

Com os resultados mostrados, podemos acrescentar as classes de complexidade
quanticas no diagrama, como na Figura 2.



EXP

PSPACE = QIP

N

QIP[2]

/

QMA = QIP[1] AM

\

BQP MA
/
BPP NP
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Figura 2. Inclusao de QIP[1], QIP[2] e QIP.

4. Problemas em aberto

A quantidade de relagdes em aberto é significativa, dada a dificuldade de se provar verda-
deira, ou ndo, a equivaléncia ou pertinéncia entre classes de complexidade. Devido a isso
serdo apresentadas os principais pontos em aberto no campo da complexidade computa-
cional, enfatizando relacdes em aberto mais conhecidas ou que tendem a serem provadas
em um futuro préoximo.

4.1. Pvs NP

O problema se P = NP € considerado por muitos o maior problema nao resolvido
na ciéncia da computacio, segundo [Hemaspaandra 2002] a maioria dos cientistas da
computacdo acredita que P # NP, e a razao para isso € que depois de décadas de es-
tudo sobre estes problemas ndo foi possivel achar um algoritmo polinomial que decida
qualquer um dos mais de 3000 problemas N P — C'ompletos conhecidos.

4.2. P=BPPeNP=MA =AM

Ainda ndo sabemos se P = B PP, mas conjectura-se que sim, pois na maioria dos algo-
ritmos aleatdrios foi possivel abrir mao da aleatoriedade e encontrar um algoritmo deter-
ministico em P. Por razdes similares conjectura-se que NP = M A = AM. Porém ainda
nao sabemos, por exemplo, se o problema do nao isomorfismo em grafos, que estd em
AM, também esta em MA ou NP.

4.3. Conjecturas sobre BQP

A relacdo entre BOP e NP € desconhecida e é um problema aberto até entdo, porém
acredita-se que existem problemas em BQP que ndo estdo em NP e problemas em NP que
nao estao em BQP.

Atualmente também € conjecturado que ha problemas em BQP, por exemplo, o
Algoritmo de Shor [Shor 1997], que ndo estdo em BPP, e dessa forma BPP C BQP.



Este trabalho apresentou um estudo sobre as principais classes de complexidade
classicas, probabilisticas e quanticas. Enfatizando além de suas defini¢des formais e pro-
blemas contidos, as relacdoes de equivaléncia entre as mesmas, provadas na literatura,
criando um diagrama que possibilita uma visdao geral do estado atual da hierarquia de
classes de complexidade.

5. Consideracoes Finais

O presente trabalho apresentou a Maquina de Turing Quéantica e seu funcionamento e re-
sumiu as definicoes das classes de complexidade cldssicas, probabilisticas e quanticas pre-
sentes na literatura e suas relagdes de contingéncia, apresentando-as visualmente através
de um diagrama hierdrquico de classes.

Entende-se que ao estudar e mostrar as relacOes entre classes de complexidade,
pode-se compreender melhor os limites dos modelos computacionais sobre aspectos de
tempo e espaco, tornando possivel a comparagdes entre eles. E dessa forma, alinhamos
as expectativas sobre a Computagdo Quantica.

Referéncias

Adleman, L. M., DeMarrais, J., and Huang, M.-D. A. (1997). Quantum computability.
SIAM Journal on Computing, 26(5):1524—1540.

Babai, L. (1985). Trading group theory for randomness. In Proceedings Of The Seven-
teenth Annual Acm Symposium On Theory Of Computing - Stoc ’85, pages 421-429.
ACM Press.

Babai, L. and Moran, S. (1988). Arthur-merlin games: A randomized proof system, and
a hierarchy of complexity class. J. Comput. Syst. Sci., 36(2):254-276.

Bernstein, E. and Vazirani, U. (1997). Quantum complexity theory. SIAM Journal on
Computing, 26(5):1411-1473.

Cobham, A. (1964). The intrinsic computational difficulty of functions. In Proceedings Of
The 1964 Congress On Logic, Mathematics And The Methodology Of Science, pages
24-30.

Cook, S. (1971). The complexity of theorem-proving procedures. In Proceedings of the
Third Annual ACM Symposium on Theory of Computing, pages 151-158.

Deutsch, D. (1985). Quantum theory, the church-turing principle and the universal quan-
tum computer. In Proceedings Of The Royal Society A : Mathematical, Physical and
Engineering Sciences, volume 400, pages 97—117. The Royal Society.

Disco, C. and Van Der Meulen, B. (1998). Getting new technologies together. De Gruyter.

Edmonds, J. (1965). Paths, trees, and flowers. Canadian Journal Of Mathematics,
17:449-467.

Gill, J. T. (1977). Computational complexity of probabilistic turing machines. SIAM
Journal on Computing, 4(6):675-695.

Goldwasser, S. and Sipser, M. (1986). Private coins versus public coins in interactive
proof systems. In Proceedings of the Eighteenth Annual ACM Symposium on Theory of
Computing, STOC 86, page 59-68, New York, NY, USA. Association for Computing
Machinery.



Hemaspaandra, L. A. (2002). Sigact news complexity theory column 36. SIGACT News,
33(2):34-417.

Jain, R., Ji, Z., Upadhyay, S., and Watrous, J. (2011). Qip = pspace. J. ACM, 58(6).

Kitaev, A. and Watrous, J. (2000). Parallelization, amplification, and exponential time
simulation of quantum interactive proof systems. In Proceedings of the Thirty-Second

Annual ACM Symposium on Theory of Computing, STOC *00, page 608-617, New
York, NY, USA. Association for Computing Machinery.

Levin, L. A. (1973). Universal sequential search problems. Probl. Peredachi Inf., 9:115-
116.

Marriott, C. and Watrous, J. (2005). Quantum arthur-merlin games. CoRR,
abs/cs/0506068.

Melo, B. L. M. d. and Christofoletti, T. V. D. (2003). Computacdo quantica : Estado da
arte. pages 0—4.

Nielsen, M. A. and Chuang, 1. (2010). Quantum computation and quantum information.
Cambridge University Press.

Ozawa, M. (1998). On the halting problem for quantum turing machines.
Papadimitriou, C. H. (1994). Computational complexity. Addison-Wesley.

Pollachini, G. G. (2018). Computacdo quantica: Uma abordagem para estudantes de
graduacdo em ciéncias exatas.

Rabin, M. O. (1960). Degree of difficulty of computing a function, and a partial ordering
of recursive sets. Technical Report 2, Hebrew University.

Rivest, R. L., Shamir, A., and Adleman, L. (1978). A method for obtaining digital signa-
tures and public-key cryptosystems. Commun. ACM, 21(2):120-126.

Shamir, A. (1990). Ip=pspace (interactive proof=polynomial space). In Proceedings
[1990] 31st Annual Symposium on Foundations of Computer Science, pages 11-15
vol.1.

Shor, P. W. (1997). Polynomial-time algorithms for prime factorization and discrete loga-
rithms on a quantum computer. Siam Journal On Computing, 26(5):1484—1509.

Sipser, M. (2006). Introduction on the Theory of Computation. Course Technology Cen-
gage Lerning, 2 edition.

Vereschchagin, N. K. (1992). On the power of pp. In Proceedings of the Seventh Annual
Structure in Complexity Theory Conference, pages 138—143. IEEE.

Watrous, J. (1999). Pspace has 2-round quantum interactive proof systems.

Watrous, J. (2000). Succinct quantum proofs for properties of finite groups. In Procee-
dings of the 41st Annual Symposium on Foundations of Computer Science, FOCS ’00,
page 537, USA. IEEE Computer Society.

Watrous, J. (2003). Pspace has constant-round quantum interactive proof systems. The-
oretical Computer Science, 292(3):575 — 588. Algorithms in Quantum Information
Prcoessing.



