UNIVERSIDADE FEDERAL DE SANTA CATARINA
DEPARTAMENTO DE ENGENHARIA ELETRICA E
ELETRONICA

Computacao Quantica:
Uma abordagem para estudantes de graduagao em
Ciéncias Exatas

Giovani Goraiebe Pollachini

Orientador: Prof. Dr. Eduardo Inacio Duzzioni

Florian6polis
2018



ii



Giovani Goraiebe Pollachini

Computacao Quantica:
Uma abordagem para estudantes de graduagao em
Ciéncias Exatas

Trabalho de Conclusao de Curso
submetido ao  Departamento de
Engenharia  Elétrica e Eletronica
da Universidade Federal de Santa
Catarina para a obtencao do titulo de
Bacharel em Engenharia Eletronica.

Orientador: Prof. Dr. Eduardo Inacio
Duzzioni

Florian6polis
2018



ii



Giovani Goraiebe Pollachini

Computacao Quantica:
Uma abordagem para estudantes de graduagao em
Ciéncias Exatas

Este Trabalho foi julgado adequado para obtengao do Titulo de Bacharel
em Engenharia Eletronica e aprovado em sua forma final pela Banca
Examinadora.

Florianépolis, 04 de julho de 2018.

Prof. Jefferson Luiz Brum Marques, Dr.
Coordenador do Curso
Universidade Federal de Santa Catarina

Banca Examinadora

Prof. Eduardo Inacio Duzzioni, Dr.
Universidade Federal de Santa Catarina

Profa. Jerusa Marchi, Dra.
Universidade Federal de Santa Catarina

Prof. Bartolomeu Ferreira Uchoa Filho, Dr.
Universidade Federal de Santa Catarina

iii



v



Resumo

Desde a década de 1980 até os dias atuais, a Computagao Quantica tem
se mostrado relevante area de pesquisa, com crescimento acelerado na atu-
alidade. Universidades, empresas e startups tém projetos de pesquisa nessa
area, e hé espectativas de que a Computagao Quantica seja comercialmente
vidvel a curto/médio prazo. Espera-se que um computador quéntico tenha
desempenho superior ao computador tradicional (chamado de “cldssico”)
para algumas importantes classes de problemas, além de menor consumo
energético, por se tratar de uma computacao “reversivel”.

O presente trabalho traz uma introdugao a Computacao Quantica. O
objetivo é trazer um material acessivel a estudantes de graduagao em Ci-
éncias Exatas. Os capitulos 1 e 2 trazem pré-requisitos de Algebra Linear
e Mecanica Quantica. Uma introdugao a Computagao Quantica é apresen-
tada no capitulo 3, e alguns dos principais algoritmos sao apresentados no
capitulo 4, como os algoritmos de Deutsch-Jozsa, de Simon, e de Grover.
Um breve panorama de mercado é mostrado no capitulo 5. Por fim, no
capitulo 6, demonstra-se como usar a interface IBM Quantum Experience
para executar um algoritmo em um protétipo de computador quantico de
5 qubits disponivel em nuvem pela IBM.

Palavras-chave:

Computacao Quéantica. Algoritmos Quanticos. Algoritmo de Deutsch-
Jozsa. Algoritmo de Simon. Algoritmo de Grover. IBM Quantum Expe-
rience.
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Abstract

From the 1980s to the present day, Quantum Computation has been
confirming itself as a relevant research area, experimenting rapid develop-
ments recently. Universities, companies and startups have research pro-
jects in this area, and Quantum Computation is expected to be commerci-
ally viable in the short/medium term. Presumably, a quantum computer
would have better performance than a traditional computer (also referred
as “classical”) for important classes of problems, in addition to requiring
less energy resources, due to being a “reversible” computation.

The present work consists of an introduction to Quantum Computa-
tion. The objective is to bring an accessible material for undergraduate
students in Sciences and Mathematics. Chapters 1 and 2 provides a review
on the prerequisites Linear Algebra and Quantum Mechanics. An intro-
duction to Quantum Computation is presented in chapter 3, and some of
the principal algorithms are presented in chapter 4, such as Deutsch-Jozsa,
Simon and Grover algorithms. A brief market outlook is provided in chap-
ter 5. Finally, in chapter 6, there is a demonstration on how to use the
interface IBM Quantum Experience to execute an algorithm on a 5-qubit
quantum computer available in IBM’s cloud.

Key-words:
Quantum Computation. Quantum Algorithms. Deutsch-Jozsa Algorithm.
Simon’s Algorithm. Grover’s Algorithm. IBM Quantum Experience.
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Introducao

Breve Histérico da Computacao Quantica

No inicio do século XX, a Fisica Cléassica enfrentava dificuldades em
descrever alguns fenomenos observados a época, como, por exemplo, o
espectro de radiacao de corpo negro e o efeito fotoelétrico. Essa crise
culminou na criagdo da Mecanica Quéantica, que se consolidou por volta
da década de 1920, e tem sido aplicada com sucesso em diversos fenémenos.
(|12], p.2).

O desenvolvimento tecnolégico a partir da década de 1970 permitiu o
controle de sistemas quanticos individuais permitindo-se aprisionar atomos
individuais em armadilhas (¢raps), isolando-os do restante do ambiente, e
medindo seus diversos aspectos com precisao notdavel. Nesse contexto,
passou-se a considerar a possibilidade de se usar sistemas quénticos para
realizar processamento e transmissao de informagao, fazendo uso de fun-
damentos da Mecéanica Quantica, como superposicao e emaranhamento.
Esses sistemas guardam analogia com os bits clédssicos, e sao chamados de
qubits. ([12] p.3-4).

O fisico R. Feynman, na década de 1980, sugeriu o uso de computado-
res quanticos para simular sistemas quanticos. E em 1994, o matematico
P. Shor propés um algoritmo quéantico capaz de resolver o problema de
fatoragdo de numeros em fatores primos de forma mais eficiente que os
algoritmos classicos conhecidos. H4 uma expectativa de que tal algoritmo
possa ameagar alguns protocolos de criptografia, como o RSA, usado lar-
gamente na atualidade. O cientista da computacao Lov Grover também
elaborou um algoritmo quantico de busca em uma base de dados nao es-
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truturada, que possui ganho quadratico de desempenho em comparacao
ao melhor algoritmo clédssico conhecido. ([2], p.3).

Atualmente, a Computacao Quéantica e a Informacao Quéantica estao
se consolidando como areas de pesquisa com desenvolvimento acelerado
nas ultimas décadas. Empresas de tecnologia como IBM, Google, Intel
e Microsoft tém projetos e pesquisas nessa area, e diversas Startups tém
surgido nesse contexto.

Motivacao para a Computacao Quantica

A lei de Moore, formulada em 1965, previu que a capacidade computaci-
onal dos sistemas digitais dobraria a cada dois anos. Surpreendentemente,
0s avangos computacionais se mantiveram aproximadamente nesse ritmo
até a atualidade. No entanto, a medida que a escala dos transistores se
reduz, aproxima-se de limites fisicos fundamentais, e aparentemente insu-
peraveis. Os efeitos quanticos, em alguns aspectos indesejiveis (tal como
o tunelamento), passam a interferir intensamente no funcionamento ideal
do transistor. Para que o ritmo ditado pela lei de Moore continue, tem-se
apostado, entre outras abordagens, na Computacdo Quéantica. ([12], p.4
e [2], p.2).

Outro ponto refere-se ao consumo de energia. O principio de Landauer
afirma que para cada bit de informagao apagado, dissipa-se no ambiente
a energia correspondente a pelo menos k7T In 2, em quem k é a constante
de Boltzmann e T é a temperatura do sistema em Kelvin. Pelas carac-
teristicas da Mecanica Quéantica, as portas ldgicas quanticas precisam ser
reversiveis. Isso corresponderia, em principio, & desnecessidade de se apa-
gar informagao e a possibilidade de se ter um computador que nao dissipe
energia no processamento. ([2], p. 3).

Um terceiro ponto motivador das pesquisas em Computagao Quan-
tica é que a investigagao nessa area pode elucidar aspectos da Mecanica
Quantica, frequentemente contra intuitivos em relacao a Fisica Classica,
ou mesmo, apontar fenémenos ainda nao explorados. ([12], p. 3).

Por fim, a Computagao Quantica apresenta desafios em diversas areas,
como manipulacao de sistemas quanticos, novas técnicas experimentais,
desenvolvimento de algoritmos, teoria da informacao, entre outros, o que
a torna bastante atrativa e multidisciplinar.
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Sobre o TCC

O presente trabalho tem como objetivo servir como um material in-
trodutério e multidisciplinar sobre Computagdo Quéntica. Visa-se com
isso facilitar o primeiro contato com esse assunto por parte de estudan-
tes de Engenharias, Ciéncias da Computagao, Fisica, Matemdtica e areas
correlatas.

O conteudo disposto neste trabalho comegou a ser apresentado em se-
¢oes semanais com o orientador no primeiro semestre de 2017. Conforme
mais pessoas juntaram-se as reunioes semanais, criou-se o Grupo de Com-
putagdo Quéantica da UFSC (GCQ-UFSC), e as reunides tiveram objetivo
trazer um material introdutério aos estudantes de graduacao do grupo e
discutir atualidades da drea de maneira acessivel. As reunides do GCQ-
UFSC contribuiram grandemente para dar forma ao presente texto.

Os capitulos [1] e [2| contém elementos de Algebra Linear e Mecanica
Quaéntica, pré-requisitos para o estudo da Computacao Quantica, com én-
fase nos pontos necessarios para o restante do texto. Os capitulos [3] e
[] trazem uma introdugao & Computagao Quantica com uma abordagem
voltada a algoritmos quéanticos. O capitulo [5| contextualiza a Computacao
Quantica no cendrio atual, discutindo expectativas de mercado e algu-
mas das principais empresas envolvidas. Por fim, o capitulo [6] apresenta a
plataforma IBM Quantum Experience, em que é possivel escrever um algo-
ritmo quantico e submeter para execugao em um prototipo de computador
quantico de 5 qubits, disponivel em nuvem.
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Capitulo

Algebra Linear para
Computacao Quantica

Neste capitulo, um resumo de Algebra Linear voltado para Computa-
¢ao Quantica é apresentado. A teoria é apresentada usando-se a notacdo
de Dirac, ou, notacao de braket, uma notagao utilizada largamente em Me-
canica Quantica e que sera necessaria para o restante do trabalho. Essa
notagao é conveniente para se fazer contas e faz com que as diversas ope-
ragoes possiveis se encaixem naturalmente.

Na Algebra Linear abstrata, pode-se considerar espagos vetoriais sobre
diversos corpos (ou escalares), que sdo estruturas algébricas com propri-
edades semelhantes aos nimeros reais e complexos. Os espagos vetoriais
podem ter dimensao finita ou infinita.

Na Computacao Quantica o interesse é voltado a espagos vetoriais de
dimensao finita sobre o corpo dos nimeros complexos. Isso permite a
identificagdo do espaco com as n-uplas de niimeros complexos, o que sim-
plifica grandemente a teoria. Os resultados resumidos neste capitulo estao
situados nesse contexto.

A principal referéncia para esse capitulo é [12]. Outra referéncia muito
itil é [7], que possui um capitulo voltado a espagos vetoriais complexos.
Livros texto cldssicos de Algebra Linear, como [17] também sio tteis.
Embora tenham énfase em espagos vetoriais reais, a maioria das definigoes,
resultados e demonstragoes se transporta integralmente para os espagos
vetoriais complexos.
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Serd considerado um pré-requisito a este texto um curso de Algebra
Linear ao nivel de graduacao abordando-se os seguintes itens: espagcos
vetoriais, base e dimenséo, transformacoes lineares, autovalores e autove-
tores. Por ter um cardter de resumo, os resultados apresentados, via de
regra, nao sao acompanhados de suas demonstracoes, as quais podem ser
encontradas nos livros mencionados no paragrafo anterior.

1.1 Espaco Vetorial, Base e Dimensao

1.1.1 Espacgo Vetorial

O conjunto das n-uplas (2g,...,2,—1) de nimeros complexos com a
soma e o produto por escalar definidos entrada a entrada é um FEspaco
Vetorial Complexo e é denotado por C™. E conveniente representar esses
elementos por vetores coluna. Tem-se entao:

20 W zo + wo 20 Z - 20
21 w1 21 + wr 21 Z-21
+ . - . e A . =
Zn—1 Wn—1 Zp—1 + Wp—1 Zn—1 Z:Zp—1

Em Mecéanica Quantica, os vetores de C" costumam ser usados na
notacdao de Dirac, ou notagdo de braket:
20

<1
|¢> = (207 RBlyees anl) =

Zn—1

Um vetor |[¢) é chamado ket (em contraponto com (1|, que serd definido
posteriormente, e serd chamado bra).

Os vetores se comportam de maneira semelhante aos niimeros no que
diz respeito & soma e subtragdo. Em particular, a soma comuta |¢) + 1) =
[1))+|¢), hd um vetor nulo, denotado por 0 ou |@) = (0,...,0) de tal forma
que |) + 0 = |¢)) e, ainda, vale — |¢)) = (—z0,...,—2p—1) = —1- |[¥)).
O produto por escalar também se comporta de maneira semelhante ao
produto numérico, e valem as propriedades distributivas z(|¢) + |¢)) =
216) + 216) © (2 +w) ) = 2[46) + w |), por exemplo.

Exemplo 1.1 (Espago de estados de 1 qubit). O conjunto

C? = {|w> m :aabGC}



1.1. Espaco Vetorial, Base e Dimensao 3

é um espago vetorial com soma e produto por escalar dados por
al + az| _ |a1 + az
by ba by + ba

-3

Esse espago vetorial serd largamente utilizado nos capitulos seguintes e
descreve o espago de estados de 1 qubit, o analogo do bit classico.

1.1.2 Base e Dimensao

Uma base para o espago vetorial C™ é um conjunto de vetores linear-
mente independentes (LI) e que geram o espago. Demonstra-se que todas as
bases de um espago vetorial tém o mesmo nimero de elementos, e define-se
a dimensdo do espago vetorial pelo nimero de elementos de uma base.

O espaco vetorial C" tem dimensao n, isto é, todas as suas bases tém
n vetores. Uma base muito 1til é a chamada base computacional, ou base
canénicdt

1 0 0
0 1 _
|0>: : ) |1>: : T ‘n_1> :
0 0 1
Na base computacional, um vetor |[¢) = (z0,21,...,2n—1) € escrito
como
[V) =20]0) + 21 |1y + ...+ 2p—1|n—1)
Numa base qualquer 8 = {|by),...,|bp—1) }, qualquer vetor 1 pode

ser escrito como combinacgao linear dos vetores dessa base. Os coeficientes
da combinacao linear, colocados em um vetor coluna, representam o vetor
1) escrito na base (3, conforme o esquema abaixo:
Qo
[¥) = aolbo) + ...+ an_1|bn_1) < [WJHB =
G
n—1 B

O subscrito 8 pode ser omitido se nao houver risco de confusao. Normal-
mente omite-se esse subscrito quando se trata da base computacional.

1O adjetivo “candnico”, na Matemética, tem um sentido de “padrio”, como na ex-
pressao “configuracdo padrao”.
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Exemplo 1.2 (Bases para 1 qubit). H4 especial interesse no espago C2.
Este espaco modela um qubit — o andlogo quantico do bit — a ser discutido
em mais detalhes posteriormente. O espaco C? tem dimensdo 2 e admite,
entre outras, as seguintes bases:

=2z = {10, I}
x = {1 =F10+10), 1) = J5(0) - 1)}
Y = {lri) = L0y + i), 1-i) = F(0) =)}
Essa notacao para as bases serd justificada a posteriori.

Exemplo 1.3 (X é base para 1 qubit). Para mostrar que

X ={1+) = H(0) +11) , |-) = F5(10) = 1))}

é base do espaco de estados de 1 qubit, deve-se mostrar que os vetores sao
LI (Linearmente Independentes) e geram o espaco C2.

X é LI: Considere a combinagao linear nula:

ap |+) +ay|—-)=0

1
(10) +11)) + a1ﬁ(|0> —1))=0

ap — ap

V2

1
an——
0\/§
aop + a1

V2

0) + 1) =0

Tem-se que
aotar _ 0 _ _
= ag+a; =0 ag =0
e = —
TZO ao—ale a1:O
Portanto os coeficientes da combinagao linear nula devem ser todos nu-
los, e isso significa que os vetores |+) e |—) sdo LI.

X gera o espago: Seja |[¢)) = 29 |0) + 21 |1) um vetor qualquer de C2.
Tenta-se escrever [¢)) como combinagao linear de |+) e |—). Se for possi-
vel, esses vetores geram o espago.

20[0) +21[1) = aol+)+ai|-)
1 1
= aoE(m)+|1>)+a1ﬁ(|0>_|1>)
_ ap + aq |0>+a0_a1 1)

V2 V2
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Assim,

agtay __ _ z0tz1
— = = Z ag = —— =
{ = O { O =

a1:7

Dessa forma, X gera o espaco C? e é base desse espaco.

Comentario: Quando se sabe previamente que a dimensao do espago
é n e se a lista de vetores candidatos a base tem n elementos, entao as
condicoes de ser LI e gerar o espago sao equivalentes. Em consequéncia,
basta verificar uma das condi¢es para mostrar que os vetores formam uma
base. Por exemplo, se sabemos que dim C? = 2, e temos que X tem dois
elementos, entao bastaria verificar uma das duas condicoes: X é LI ou X
gera O €spago.

1.1.3 Matriz de Mudancga de Base

Por vezes é conveniente expressar um vetor em outra base que nao a
base computacional. Essa mudanga de base pode trazer novo insight em
algumas situagoes, bem como tornar os célculos mais simples e factiveis.

A matriz de mudanca de base de Bgq = {|u0>,...,|un,1>} para
Bnew = { [vo) vy |On—1) } ¢ dada por
, | |
[I]ﬂ:lei/ - [|UO>]ﬂold |:|,Un_1>}601d

Isto é, para montar a matriz de mudanca de base, os vetores da base nova
devem ser escritos como combinagao linear dos vetores da base antiga, ob-
tendo vetores coluna. Esses vetores serao as colunas da matriz de mudanga
de base. Dessa forma, tem-se
— Bold
[V]Bnew = g, [0 Ba -
A matriz de mudanga de base admite matriz inversa, que corresponde a
mudanca de base da base nova de volta para a base antiga:
Bold —1 __ [7]Pnew
[I]ﬁnew - [I} Bola

Exemplo 1.4. Considere as bases Z e X apresentadas no exemplo
A matriz de mudanga de base da base computacional Z para a base X é
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obtida escrevendo os vetores da base nova (X) como combinagao linear dos
vetores na base antiga (Z):

1 7
I+) = \/§|0> f|1> [I]

_ 1y 7
) = - f|1> [_J

Coloca-se as os vetores coluna na ordem em que aparecem na lista:

1 1
XL _ LT Al -1
V2lz V2ldz V2
Essa matriz é conhecida em Computagao Quantica como matriz de Hada-
mard, e costuma ser denotada por H. Portanto

ol ]

Também vale que a matriz de mudanca de base de X para Z é H, visto
que

H0) = [+) H|+) =0)
H1) = |- il

1.2 Produto Interno, Norma e Produto Exterior
1.2.1 Produto Interno
O espaco vetorial C™ admite o seguinte produto interno:

20
21

(|¢> ’ W)) = <¢|1/’> = [wo* wyt o wn*—l] ) . = Zwk*zk )
k=0
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para|¢>=[ : ]e|¢>=[ :

. Pode-se considerar o simbolo (¢| de

Wn—1 Zn—1
maneira independente, definindo-o como:
wo 1
(=18 = : = [wo Wy e wn—ﬂ )
Wn—1

em que o simbolo { denota transposicao e conjugacao do vetor. KEssa
notacao também serd justificada posteriormente.

A operacao definida acima satisfaz as propriedades que definem um
produto interno de maneira geral:

(PI1) Linearidade no segundo argumento:

(1), 21 [¥n) + 22 [1h2) ) = 21 (18) [¥1) ) + 22(19) , |2} )
(PI2) Antilinearidade no primeiro argumento:

(21 11) + 22| @2) , 1)) = 21" (161) . [¥) ) + 2" (162) 1))

(PI3) Simetria hermitiana:

(1), 19))" = (19),19))
(PI4) Positividade:
(16),16)) =0 e (|¢),]¢)) =0 1) =0

A propriedade (PI2) decorre de (PI1) e de (PI3), mas foi incluida na lista
por completeza. Por causa das propriedades (PI1) e (PI2), o produto
interno é dito ser sesquilinear’}

O espago vetorial C™ é, pois, dito ser um espaco vetorial com produto
interno, ou ainda, um espaco de Hilberiﬂ

Exemplo 1.5. O produto interno dos vetores

i V3 5 Vi
|¢>=20>+2I1>=[j§] e [¢)= f|0>+7|1> lﬂ
¥3 V2

20 prefixo sesqui significa “um e meio”.

3Um espaco de Hilbert é definido como sendo um espaco vetorial com produto interno
e com uma propriedade adicional chamada completude. Essa propriedade é automdtica
para espagos de dimensao finita.
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é dado por:

(6l) (; 0+ 20 |> (F510+ )
—— V3

= sl o+ 2 o+
B —ivV3 _ 1+43
= 2\/§+0+0+ Q\f —f— ok

Esse produto interno também pode ser calculado de maneira matricial:

i 1T L
V3 =i
2 V2

22 o)

(olv)

ENCREEYG

1.2.2 Norma

A norma, ou tamanho, de um vetor é definida por

M = v (¥l) =0

operagao bem definida pois (1|¢)) é real e ndo-negativo. Por consequéncia
da propriedade (P4), tem-se |||¢)] = 0 < |¢) = 0. Um vetor normalizado
é um vetor de tamanho unitério, e a operagao de normalizagdo consiste em
multiplicar o vetor [¢) por m para que o vetor resultante ngl‘ tenha
norma 1.

Exemplo 1.6. Os vetores |0), |1), |[+) e |—) tém norma 1.

Exemplo 1.7. A norma do vetor 1)) = %]0) + ? 1) é




1.2. Produto Interno, Norma e Produto Exterior 9

1.2.3 Ortogonalidade

De forma andloga com o que se passa com vetores no R?, dois vetores
|@) e 1) sdo ditos ortogonais se o produto interno entre eles é nulo. Em

simbolos, |¢) L [¢) < {(¢|¢) = 0.

Exemplo 1.8. Os vetores |0) e |1) sdo ortogonais:
0
<WD—U®-&]—U

Exemplo 1.9. Os vetores |+) = % |0) + % 1) e |=) = 2]0) — 1)

sao ortogonais:

1 1

() = g5+ 5 a1) (50— 5m)

1 1 1 1

= = — —(0[1) + = (1]0) — = (1]1
5 (010) = 5 0l1) + 5 (1[0} = 5 (1)
1 1

= 5-0+0-5=0.

1.2.4 Base Ortonormal

Uma base em que todos os vetores sao ortogonais dois a dois e tém
tamanho 1 ¢ dita ser base ortonormal. Se 8 = {|bg),...,|bp—1)} é uma tal
base, vale a chamada relacdo de ortogonalidade

1,sek=1
<bk|bl>:5k,l:{0’ sek £l

em que 6y, é conhecido como delta de Kronecker, e vale 1 se e somente se
os seus dois indices sao iguais; se forem diferentes, vale 0.

Um vetor |¢)) pode ser escrito como combinagao linear dos vetores da
base 3 por |[¢) = ), ay |bx). Os coeficientes a, podem ser encontrados
de maneira simples quando a base é ortonormal. Aplicando-se o produto
interno em ambos os lados, tem-se

(bip) = (bul (Z ak |bk>> = ar (blbr) =Y ardip = ar .
k k k

Percebe-se que isso é andlogo & decomposicao de um vetor ¥ € R? nas
suas componentes z, y e z na base canonica. Nesse caso, as componentes
do vetor sdo dadas por v, =XV, vy, =y -V ev, =2V, em que - denota
o produto interno no R3.
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Portanto, os coeficientes do vetor |¢) na base ortonormal siao obtidos
realizando-se projegoes de |1) na diregao dos vetores unitdrios |b;) da base
ortonormal. Assim:

(bolv)
) =Y Gl br) & [l0)],=| :
k <bn71|1/1> B

Exemplo 1.10. A base |0), |1) é ortonormal, em consequéncia dos exem-

plos e As projegoes de um vetor |¢)) = ag|0) + a1 |1) na base
computacional sao dadas por

ap = (O])
ar = (1jY)

e o vetor [¢) pode ser escrito como
[¥) = (0[¢) [0) + (1|4) [1) .

Exemplo 1.11. A base |+), |—) é ortonormal em consequéncia dos exem-

plos e Os coeficientes do vetor [¢) = 3 (|0) +4v/3|1)) na base X

sao dados por:

aw = (+)
= 5 5O+ ap (0 +ivai)
= 2\%(1“\/5)
w o= ()
= 25 g o=ap(m+ivam)
= 2\%(14\/3)
Portanto,
C1+iV3 1-4V3

) = () [4) + (=) |-) = NG +) + W) =) -
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1.2.5 Desigualdade de Cauchy-Schwarz

H4 uma desigualdade envolvendo normas de vetores que é vélida de
maneira geral, para quaisquer espacos vetoriais equipados com produto
interno e norma. E conhecida por desigualdade de Cauchy-Schwarz.

Teorema 1.12 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Dados |u), |v) € V,
com V um espaco vetorial qualquer munido de produto interno e norma,
vale que

[{ulo)| < ([}l -

A igualdade ocorre se e somente se os vetores |u) e |v) forem maltiplos um
do outro.

Demonstra¢do. Considere o vetor a|u) — blv). O produto interno desse
vetor consigo mesmo deve ser real e nao-negativo, por propriedade do
produto interno, portanto

0< (a* (ul —b* (v])(au) —blv))
= lal* (ulu) — a*b {ulv) — ab® (v]u) + b (v]v) .

Escolhendo a = (v|v) e b = (v|u), tem-se

0 < |al” (ulu) — a*b (ulv) — ab” (v]u) + b|* (v]v)
= [(o[o) [ (ulu) = (v]o) (v]u) (ulv) = (v]v) (ulv) (v]u) + [(v]u)|* (v]v)
= (v]o)* (ulu)

— (o]0)? (ulu) -

[0} {ulv) (v]u) + [(ulo)|* (v]o)
|

vlo) [(ulo) | + [(ulo)* (v]v)

2 (v[v)
2 (v|v)
Logo, obtém-se
2
0 < {ulu) (v]v) = [(ulv)|

= [{ulv)] < v/ (ulu) (v]v)

= [ulv)] < [l [l
e fica provada a desigualdade.

Ocorre igualdade se e somente se ocorrer igualdade em 0 < (a* (u| —

b* (v] ) (alu) —blv)), isto é, se e somente se o vetor a|u) — b|v) for nul(ﬂ
Portanto deve-se ter um dos vetores |u), |v) multiplo do outro. O

No espago vetorial R™ essa desigualdade permite definir o conceito de
angulo entre dois vetores por meio da relagao cosf = % No caso

4Isso é devido & propriedade (PT4) do produto interno.



12 Capitulo 1. Algebra Linear para Computacao Quantica

de interesse para o presente trabalho, o do espago vetorial C", essa in-
terpretagao nao é possivel pois o produto interno pode assumir um valor
complexo.

1.2.6 Matriz de Mudanca de Base entre Bases
Ortonormais

Da mesma forma que em[I.1.3] é possivel escrever uma matriz que faz a
mudanca de base entre duas bases ortonormais Bgq = { lwo) .oy |Un—1) }
€ Buew = { [vo) sy |Vn=1) } As colunas da matriz de mudanca de base
sao os vetores da base nova escritos como combinagao linear dos vetores
da base antiga. Como as bases sao ortonormais, esses coeficientes podem
ser obtidos pela projecao na direcao dos vetores da base, como descrito na
secao [[.24]

A matriz de mudanca de base, nesse caso, é dada por

[I]g::iv = [UO>’]BOM [|v1>’}ﬁold o “’U"_V]Bold
[ (uolvo) (uolvr)  -++ (ug|vn—1) |

_ (uilvo) — (ualvr) -+ (uafvp-1)
_<un—.l|v0> <Un—.1|vl> . <un—1l|vn—1>

A matriz de mudanga de base satisfaz [I]g"i‘; L= [[]fee T = [I]g“ew Isso

significa que a matriz de mudancga de base é unitdria, um assunto que sera
visto na segao [[.5.4]

Exemplo 1.13. Sabendo que as bases Z e X sdo ortonormais, pode-se

new

encontrar a matriz de mudanca de base fazendo as seguintes contas.

o = O (500 + ) =
Ak =l (g5lo+ 510 ) =7
o) = 1ol (5l - 510 ) =75
(- = (510 - 5510) =-—
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Portanto, a matriz de mudanca de base de Z para X é dada por:
0l+) <O|>] 1 {1 1}
= ¢ =— =0.
M=o G0 =sh o

Esse ¢ o mesmo resultado obtido no exemplo

1.2.7 Produto Exterior

E possivel dar um significado ao simbolo (¢| como sendo um vetor linha.
Isso permite, pois, considerar-se o produto matricial [1) - (¢| = |[¥)¢| de
um vetor linha n x 1 por um vetor coluna 1 x n, resultando em uma matriz
n x n. Essa operacgao é chamada de produto exterior.

Exemplo 1.14. No espaco vetorial de 1 qubit, alguns exemplos de produto
exterior sao:

ool = o] -1 0= ¢
ol = g -0 =5 g
ol = 3] -0 o=[3 o
A H R CI R F
I B A R |

1.3 Transformacoes Lineares

1.3.1 Transformacao Linear e Operador Linear

Uma transformagdo linear é uma aplicagao T: C" — C™ que respeita
a soma e a multiplicacao por escalar, ou seja, tal que valem:

(TL1) Preservacao da soma:

T(l¢) +[¥) =T lé) + T[¢)
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(TL2) Preservagao do produto por escalar:
T(z[y)) ==z-T[Y) .
Um operador linear é uma transformagao linear A: C* — C” (m = n).

Exemplo 1.15. A funcio H: C?> — C? dada por

ap + ay —ai
V2 V2

é uma transformagao linear. De fato, as propriedades de transformacao

H (ao |0) + ay 1)) = 0y + 20

linear se verificam para H.
Preservacao da soma: Sejam |¢) = ag |0) +ay |1) e 1)) = bg |0) + by |1).

H(|¢) +[¥)) = H(ao|0)+ ay[1) + b |0) + by [1))
H ((ao + bo) |0> + (Cl1 + bl) |1>)
_ (ap + bo) + (a1 +b1) 10) + (ag +bo) — (a1 + 1)
- V2 V2
ag + ay bo — by
|0) + 7

—a1+b0+b1
V2 V2

= =5 0+

H|¢) + H |¢)

Preservagao do produto por escalar: Sejam z € C e 1)) = ag|0) +
aq ‘1>

H(z[y)) = H(z(ao|0)+a1|1)))
= H (za0|0) + za1 |1)))
zag + zay — zaq

o zZagn
- A

_ Z<a0\j§a1 0) + ao\;{u)

= = HY)

1.3.2 Funcional Linear

Um funcional linear é uma transformacgao linear f: C* — C (m = 1).
O bra (¢| pode ser pensado como um funcional linear que pode atuar em
um vetor coluna |¢)) para resultar no nitmero complexo (p|t)). Pode-se
verificar que todo funcional linear é da forma (¢| = (¢|-) para algum |¢).

Exemplo 1.16. O bra (0| é um funcional linear que leva |¢)) no coeficiente
(0l¢)) da projegao na diregao |0). Igualmente, o bra (1| é um funcional
linear que leva |¢) no coeficiente (1]¢) da proje¢ao na diregao |1).
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1.3.3 Projecao e Relagao de Completude

Se |u) for unitério, o funcional linear (u| leva um ket |¢)) em (uly)), que
corresponde ao coeficiente da projecao de |1)) na direcao de |u).

O vetor (uly) |u) é a projecao de |¢) na dire¢do do vetor unitario |u).
Movendo-se o nimero (u|)) para a direita, pode-se escrever essa proje-
Gao como projj,y [¥) = |uful[¥). O operador |u)u| é, entao, chamado
operador projecdo na direcao de |u)

Se B ={|bo),---,|bn—1)} é uma base ortonormal, pode-se escrever qual-
quer vetor i) como soma das suas projegoes ortogonais sobre as diregoes
definidas pelos vetores da base. Dessa forma, tem-se

n—1
W) = (bil) br) = Z|bk (b | [¥)
k=0

Segue que

n—1
> br)brl =1,
k=0

expressao conhecida como relagcao de completude.

Exemplo 1.17. A projegao ortogonal da dire¢do do vetor |0) é o operador
|0X0|, visto que sua agéo em um ket |¢)) é dada por |0)0]|¢)) = (0]) |0) e
a projegao ortogonal na diregao de |1) é o operador de projegao |1)1[, pois
1 [ = (1) 1),
A relacdo de completude no espaco vetorial dos estados de 1 qubit, C?,
é dada por
I = [0)0] + [1)1]

1.3.4 Definicao de uma Transformacao Linear nos
Elementos da Base

Para definir uma transformagao linear, basta que se fornega como ela
atua nos elementos de uma base. Isto é, dada 8 = {|bg),...,|bn—1)} base
de C™, pode-se obter T'|t)) conhecendo-se T |b;) para todo k. De fato,
como S base, pode-se escrever |¢) como combinagdo linear

vy = axlbr)
k

Aplicando-se a transformacao T e usando a linearidade, obtém-se

T) = aTlbs)
k
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e dessa forma, T |¢)) pode ser obtido a partir dos T |bg)’s.

Exemplo 1.18. Considere o operador linear em 1 qubit X: C? — C?2
definido nos vetores da base computacional por

X0) = 1)
X |1) = |0)

O operador X estd bem definido em todo |¢0) = a|0) + b|1) gracas a sua
linearidade:

X |9y =X(al0)+b[1)) =aX |0) +bX [1) =all) +b]0) .

1.3.5 Matriz de uma Transformacao Linear

Seja T: U = C* — V = C™ uma transformagao linear. Sejam fy =
{Juo), ..., |un—1)} basede U e By = {|vo), ..., |vn—1)} base de V. Quando
fixadas bases para os espagos vetoriais do dominio e do contradominio de
T, é possivel representar a transformagao T por uma matriz, de forma que
a atuagao de T sobre um vetor |¢)) é equivalente ao produto matriz-vetor
coluna.

A matriz da transformacao linear T nas bases Sy e By é dada por:

| |
7150 = |[T(uo)lsy -+ [T(un—1)lpy | € M(m,n)

Definida dessa forma, vale que:

[T 196y = [TI5Y - (960

portanto, a atuagao da matriz de T" sobre um ket é equivalente & multiplica-
¢ao matriz-vetor coluna levando-se em consideracao as bases previamente
fixadas.

Considere que as bases Sy e Sy sejam ortonormais. Cada vetor T |uy)
pode ser escrito na base Sy da seguinte forma:

o
v1|Tu
Tlue, = | .|

(Un—1|Tug) By

tendo em vista que a [-ésima entrada do vetor é o coeficiente da projecao
de |Tug) na direcdo do I-ésimo vetor da base em V. Assim, a entrada
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de linha [ e coluna k da matriz [T]g“i é (v|Tug), coml =0,...,m—1e
k=0,...,n—1 e consequentemente
<U0|TUO> <U0|TU1> SR <110|Tun_1>
3 <Ul|TUO> <’U1|TU1> . <v1|Tun_1>
[T],@U = . . A .
14 . :
(Vm—1|Tup)  (Ugm—1|Tu1) ... (Vm—1|TUn-1)

No caso de um operador linear, tem-se U = V (m = n), e é possivel
escolher a mesma base 8 = {|by),...,|b,—1)} para o dominio e o contra-
dominio da transformacao. Essa é uma situagdo bastante frequente, e a
matriz associada ao operador linear é montada da seguinte forma: as co-
lunas da matriz sao os vetores |T'by) escritos como vetores coluna na base
. Portanto:

| |
[T]B = [T]g = [Tb|0>]5 [lTbn—1>]5

Se a base 3 for ortonormal, obtém-se que

<b0|Tb0> <b0|Tb1> o <b0|Tbn,1>
Bi|Tho)  (bi|Tb1) oo (b1|Thu_y)
[T]s = : : :
(b1 |Tho)  (bnot|Tb1) . (bp1|Thn_1)

Exemplo 1.19. Um operador linear A sobre um qubit pode ser escrito
como uma matriz (na base computacional) 2x 2 com coeficientes complexos
da seguinte forma:

| | (0]4]0)  (0lAI1)

(A= |[Al0)] [AD]] = :

| | (11A]0)  (1[AJ1)
com |[-] significando que os vetores em questio estao escritos como vetores
coluna na base computacional. E frequente denotar a matriz do operador
A pelo mesmo simbolo A, quando esta implicito qual base é considerada.

Exemplo 1.20. A matriz da transformacao linear do exemplo na
base computacional, é obtida escrevendo-se a agao de X sobre os vetores
da base.

x10) =1 = |7

X|1) = [0) = H
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Em seguida, monta-se a matriz fazendo

X = X||0> X|1) :[(1) (1)}

Exemplo 1.21 (Matrizes de Pauli). As matrizes

0 1 0 —i 1 0
sao conhecidas como matrizes de Pauli. Essas sao representagoes na base
computacional dos operadores X, Y e Z. Usa-se, costumeiramente, a
mesma notacao para se referir ao operador e a sua matriz na base compu-
tacional.

Em determinadas situagoes, a matriz identidade I também é chamada
matriz de Pauli, e usa-se a notacao alternativa

I=0y, X=0,=01, Y=0y=02¢ Z=0,=03.

1.3.6 Matriz da Composicao de Transformacoes
Lineares

A composi¢do de transformacoes lineares T: U — V e R: V — W
é a transformacao linear denotada por RT = RoT: U — W e tal que
RT(|)) = R(T( |w>)) para todo |t). A matriz dessa transformagao
linear pode ser obtida pela multiplicacao matricial das matrizes de R e de
T:

[RT)G:, = [RIGY - [Tl5,

em que By, Py e Pw sdo bases de U, V e W, respectivamente.

1.3.7 Mudanca de Base

Para escrever a matriz de uma transformacao linear 7: U — V em
novas bases /3], e 5{, basta aplicar matrizes de mudanca de base de maneira
apropriada. ) )

[TV = EuITI3e (15 -

No caso de um operador linear A: V. — V| pode-se usar a mesma
base nos espacos vetoriais do dominio e do contradominio da fungao. A
mudanca de base nesse caso fica:

(A = LIS 13y = () A (037
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A transformacio matricial [A] — [A] = [M]~*[A][M] é conhecida como
transformacao de similaridade. Duas transformacoes conectadas dessa
forma sao ditas matrizes semelhantes. As matrizes semelhantes sao re-
presentantes de um mesmo operador linear escrito em bases diferentes.

Se as bases Sy e B, forem ortonormais, a férmula para mudanca de
base fica:

[A157 = GGG nGy = (037) 1A, ()

em que a operacao simbolizada por { é a transposicao e conjugacao da
matriz. Essa operagao serd introduzida formalmente na se¢ao [I.5.1]

Exemplo 1.22. Considere as bases Z e X apresentadas no exemplo
A matriz de mudanca de base de Z para X e vice-versa é a matriz de
Hadamard H, como visto no exemplo O operador X, visto no exemplo
1.21] cuja matriz na base computacional é

0 1
pode ser representado na base X’ por

(X]x = N5 [Xz[1]F
=HXH

g R A Y
bl

1.4 Autovalores, Autovetores e Decomposicao
Espectral

1.4.1 Autovalores e Autovetores

Seja A um operador linear, com matriz na base computacional também
representada por A. Os autovalores de A sao os niimeros complexos A que
satisfazem

Alv) = A|v) para algum |v) #0 .

Os vetores nao nulos |[v) que satisfazem a equagdo acima sdo chamados
autovetores de A associados ao autovalor \.
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Exemplo 1.23. O operador linear em 1 qubit Z definido pela matriz

7=l 2

possui:
e autovalor 1, pois o vetor nao nulo |0) é tal que Z |0) =1-|0);

e autovalor —1, pois o vetor ndo nulo |1) satisfaz Z |1) = —1 - [1).

1.4.2 Calculo de Autovalores

A equagdo de autovalores A [v) = A|v) é equivalente a (A—\I) [v) =0,
com |v) # 0, e isso é equivalente a dizer que a matriz de A — AT é singular.
Por sua vez, isso equivale a equacao

det(A—AI)=0.

Com a equacdo acima, consegue-se encontrar os autovalores A do opera-
dor A encontrando-se as raizes do polindmio caracteristico (A — AI). Esse
polinémio tém grau n e, como estamos buscando raizes nos nimeros com-
plexos, admite n rafzes (pode acontecer que sejam repetidas). Dessa forma,
todo operador admite um autovalmﬂ

Exemplo 1.24. Os autovalores da matriz

podem ser obtidos por:
det(A—X)=0

0—A\ 2
det[ 1 i—)\} =0
“Ai—XN)—-2-—-1=0
AN —id+2=0
NERESCEE Y
2-1
A=—7 ou A=2i.

Os autovalores podem ser ntimeros complexos. Como a matriz é 2 x 2, foi
obtido um polinémio caracteristico de grau 2 e foram obtidas 2 raizes.

5Isso néo é necessariamente valido para espacos vetoriais reais.
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1.4.3 Calculo de Autovetores

Uma vez descobertos os autovalores A, retorna-se a equagao A |v) =
A |v), ou melhor, & equagao

(A=) |v) =0

para encontrar todos os autovetores |v) # 0 satisfazendo essa equacio.
Como a matriz A — Al é singular (essa é a condigao para se encontrar A),
a equagao em questao admite infinitas solugdes |v), formando um sistema
linear possivel e indeterminado.

Em algumas situagoes é possivel montar uma base para o espago com-
posta por autovetores do operador A. H4 condigbes sobre o operador que
revelam se é possivel obter uma base ortonormal de autovetores. Isso sera
visto na secao A obtencao de uma base de autovetores permite escre-
ver a matriz A nessa base como uma matriz diagonal, o que se prova 1til
em diversas circunstancias.

Exemplo 1.25. Dada a matriz
0 1
Sl ik
os autovalores e autovetores sao encontrados a seguir.
Autovalores: Resolvendo det(X — AI) = 0, obtém-se:

det(X —AI)=0
det [_/\ 1 } =0

1 -
N —1=0
A=+l

Autovetores: Para cada autovalor A\, deve-se resolver
(X—AI) lv) =0,

obtendo-se o vetor |v).

Para A = —1:
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7&04’(11:0
(Lo—a1:O

O sistema resultante, como esperado, é possivel e indeterminado. Re-

ap = ax
ap €C.

Os autovetores associados ao autovalor A = —1 sao:

solvendo o sistema, tem-se:

|v) = [al] =aqa [ﬂ coma; € C,a; #0

aj

O autoespaco associado a A = —1 é o subespago vetorial:
Vo, = {al B] tap € (C} = Span{[ﬂ } .

Para A = 1:

(X — A ) [v) = 0

11 ag _ 0

1 1 al - 0
ag + ay; = 0
ap+a; =0

O sistema ¢é possivel e indeterminado, e, resolvendo o sistema, tem-se:

ag € C
ay = —ap -

Os autovetores associados ao autovalor A = 1 sao:

lv) = {ao ] :ao[_ﬂ com ag € C,ag #0

—ap

O autoespaco associado a A = 1 é o subespago vetorial:

= (el fmec) =om{[]}
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1.4.4 Diagonalizacao de Operadores

Uma vez encontrados os autovalores A; e uma base de autovetores
V ={|vj),j=0,...,n—1}, com |v;) associado ao autovalor \;, o operador
linear A pode ser escrito na base V como uma matriz diagonal. Defina as

matrizes:
o -
D = (matriz diagonal dos autovalores)
L An_l -
C T
M = |lvo) -+ |vp—1)|(matriz de mudanga de base: T — V).
L | |

A matriz de A na base V é dada por:

- | .
Ay = |[A \U‘oﬂv [A |1|1n_1>]v
- ‘ | -
= ([ |T0>]v o A |1|)n—1>]v
:)\0 s
- -D
L )\nfl

A matriz M nada mais é que a matriz de mudanga de base M = [I]5.
Conforme a segao , pode-se escrever:

D =[Aly = [F[Alllly = M AM .
Ainda, se a base V for ortonormal, conforme pode-se escrever
D=M'AM .

Nessas expressoes, usa-se A para denotar a matriz [A] do operador A na
base computacional, o que simplifica a notacdo quando nao houver risco
de confusao.

Portanto, de posse dos autovalores e de uma base ortonormal, é possivel
escrever o operador A como uma matriz diagonal.

O operador A também pode ser representado na notagdo do produto
exterior da seguinte forma. Como V forma uma base ortonormal, vale a
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relagao de completude I = ), |vi)(vi| para essa base. Aplicando-se essa
relacdo a A, obtém-se

A=Al = ZA \vkka\ = Z )\k |vk)<vk| .
k

k

Exemplo 1.26. No exemplo [I.25] foram calculados os autovalores e auto-

vetores da matriz
0 1
=i o
obtendo-se:
e A=1 |, |v>:a[ﬂ (aeC,a#0)

«A=—1, |v>:a[_ﬂ (a€C,a+0)

Pretende-se extrair uma base ortonormal de autovetores para escrever
X na forma diagonal. Nesse casd®} basta normalizar os autovetores obti-
dos.

Para A = —1:

1 1
a =1 = la|lvV12+12=1 = la|=—.
MH . =7

H& varias opgOes para a que satisfazem essa condi¢ao. Pode-se escolher

apenas uma delas para fazer a diagonalizagao, por exemplo: a = % 0]

autovetor normalizado é, portanto,

_ Lot 1
=[] = 0+

Para A = 1:

a[_ﬂHzl = Ja|y/12+ (-1)2 =1 => |a| =

1
ﬁ .

Do mesmo modo, pode-se escolher a = e o autovetor normalizado é:

1
V2’

=5 |_a] = g5l - 510

6Todos os autoespacos de dimenséo 1.
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Base ortonormal de autovetores:

webf] - =L

A=1 A=—1

Diagonalizagao da matriz:
Matriz de X na forma diagonal:

o= )=

Matriz de mudanga de base:

1 1
| | vz 1
11
M: U v = —_
|f> |‘1> FUNNES \/5{1 1}
V2 V2

Operador na forma diagonal: Na notagao de produto exterior, tem-se:

X = M low)ol = 1+ [vo)vo| = 1+ Jor)un]
k

1.5 Tipos Especiais de Operadores

Nesta secao, alguns operadores com propriedades especiais serao apre-
sentados. Os operadores normais, hermitianos, unitarios, positivos e pro-
jetivos participam da base da Mecanica Quéantica.

1.5.1 Operador Adjunto

Seja A um operador linear. Em Algebra Linear, é possivel demonstrar
que existe um tnico operador linear, denotado por Af e chamado operador
adjunto de A, que satisfaz a seguinte propriedade:

(OA1) (o), Alv)) = (AT19),1¥)).

Para qualquer base 3, a matriz do operador A" esté relacionada com a
matriz de A por
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(0A2) [AT]s = [4]) = (1417)"

isto é, a matriz [A] ﬁT é obtida de [A]g conjugando suas entradas e tomando
a transposta.
Algumas propriedades da adjunta estao dispostas na seguinte lista:

. (AT)Jr =A (Involugao)

T
° <Z akAk> = Zak*A,j (Antilinearidade)
k k
Exemplo 1.27. A matriz adjunta de

2 1+
A‘[—1 5@}

é a matriz conjugada transposta

2 -1
P
A _{1—1 —52’]'

1.5.2 Operadores Normais

Um operador é dito normal se comuta com seu operador adjunto:
(ON) A- At = At A
Exemplo 1.28. O operador definido pela matriz

1w -1
A_[l 1i]

é normal, pois satisfaz AAT = AT A. De fato,

1-i 1
-
A‘[—1 1+z}

147 —=1]|1—¢ 1 3 0
T —
AA_[ 1 12’][1 1+z}_[0 3]

1—1 1 14+ -1 3 0
TA— —
AA_[—l 1+i][ 1 1—1}_[0 3]

A importancia do operador normal decorre do seguinte teorema:

e tem-se que

Teorema 1.29 (Teorema Espectral). Um operador é normal se, e somente
se, for diagonalizdvel.

Dessa forma, basta checar se um operador é normal para se saber se ele
admite uma base de autovetores e uma representagao por matriz diagonal.
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1.5.3 Operadores Hermitianos ou Autoadjuntos

Um operador H ¢é dito hermitiano, ou autoadjunto se valer a seguinte
propriedade:

(OH) H' =H.

Exemplo 1.30. O operador dado por

é autoadjunto, pois

Os operadores hermitianos estao relacionados com a evoluc¢ao no tempo
de um sistema quantico fechado e com a medida de um observavel.

Um operador hermitiano é, automaticamente, um operador normal,
tendo em vista que HH' = H?> = H'H. Conforme o teorema todo
operador hermitiano é, pois, diagonalizavel. Além disso, hd um teorema
que permite tirar conclusoes a respeito dos autovalores de uma matriz
hermitiana.

Teorema 1.31 (Teorema Espectral para Matrizes Hermitianas). Um ope-
rador normal € hermitiano se, e somente se, todos 0s seus autovalores sao
reasis.

1.5.4 Operadores Unitarios

Um operador U é dito unitdrio se satisfizer alguma das condigoes equi-
valentes:

(oul) Ut =U"".

(OU2) As linhas ou as colunas de [U]g sao vetores ortonormais em C", para
alguma base f.

(OU3) U é uma isometria, isto é, preserva o produto interno entre veto-
res (e em consequéncia, preserva também a distancia entre vetores):

(Ulo), U ) = (Ie)[¥))-
Exemplo 1.32. O operador definido pela matriz

7= ah
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P . 1 1 .
é unitédrio, pois as colunas |cg) = % L] e lc1) = \}5[_1] sdo vetores

ortonormais:

o = [l v

L -

llal = || 5
(coler) = [1 1][1}_1—1_0

O produto de dois operadores unitdrios é unitario:
(LWU)' = U3Uf = U U = (UhU) ™

A condigdo de um operador ser unitdrio também implica normalidade,
visto que UUT = I = UTU. De acordo com o teoremam todo operador
unitario é, entao, diagonalizdvel. Pode-se mostrar o seguinte teorema.

Teorema 1.33 (Teorema Espectral para Operadores Unitarios). Seja U
uma matriz normal. U é uma matriz unitdria se, e somente se, 0s seus
autovalores sao numeros complexos de modulo 1, logo exprimiveis na forma
X =€ para algum 0 € R.

1.5.5 Operadores Positivos

Um operador é dito positivo quando satisfaz a seguinte propriedade:
(OPos) (Y|Plh) >0, Y[¢).

E possivel demonstrar que um operador positivo é, automaticamente,
hermitiano, e, portanto, todos os seus autovalores sao reais. Além disso,
a propriedade (OPos) é equivalente a dizer que todos os autovetores de P
sa0 numeros reais nao-negativos A > 0.

Diz-se que um operador é positivo definido quando satisfaz a condicao
seguinte, mais rigorosas que (OPos):

(OPosDef) (Y|Plp) >0, V|p) #0

Essa condicao é equivalente a afirmar que todos os autovalores de P sao
nimeros reais positivos A > 0.
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Exemplo 1.34. O operador definido pela matriz
1 -2
=l
é positivo. De fato, por se tratar de uma matriz triangular, os autovalores
podem ser obtidos diretamente da diagonal: A = 1 e A = 2. Seus auto-

valores s@o todos nao negativos, do que decorre que A é positivo. Como
nenhum autovalor é nulo, o operador é também positivo definido.

1.5.6 Operadores de Projecao

Um operador de projecao é um operador P que satisfaz:
(OProj) P2 =P.

Os autovalores de P podem assumir os valores A = 0 ou A = 1. De
fato, se A é um autovalor com autovetor |v) # 0 associado, tem-se P |v) =
Av) = A|v) = P|v) = PP|v) = AP |v) = A2 |v), logo, (A2 — \) [v) =0
e, como |v) # 0, tem-se A2 — X = 0 e, por fim, A = 0 ou A = 1. Isso
prova, em virtude dos teoremas[I.31]e[I.33] que todo operador de projegao
é hermitiano e positivo.

Considere o subspago vetorial de dimenséo finita W = P(V') (imagem

de P). Seja k = dimW e tome uma base ortonormal { |vg), ..., vk_1) }
de P(V). Estendendo-se a { |vg) ..., vk—1),|vk) ..., vn_1) } base orto-
normal do espago V', é possivel escrever o operador P como
k—1
P =Projyy = Y _ |v;}v,| -
§=0
O operador
n—1
Q=1-P=Projy. = [v)}ul
j=k

é um operador de projecio no subespaco W+,
Tem-se que Projy, + Projy,. = I e portanto, todo vetor |1) pode ser
decomposto na soma de projecoes em W e em W:

|¥) = Projy, (1)) + Projy.. (1)) -

ew ewt
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Exemplo 1.35. Os operadores no espago de estados de 1 qubit

ool =y o
= o )

sdo as projegoes na direcao dos vetores |0) e |1), respectivamente. Tem-se
que

1= [0)0] + [1)(1]

que é a relagao de completude.

Se denotarmos por W = span{|0)} o subespaco gerado por |0), tem-
se que W = span{|1)}, [0X0] = Projyy, [1)1] = I — [0)0] = Projy- ¢
qualquer vetor |i) pode ser escrito como

|¥)

Iy = (|0)0] + [1X1]) [¥)
[OXO[ [1) + [1)X1][%))
Projy, |¢) + Projy . [¢) -

Se |¢)) = a0) + b]|1), entdo

Projw [¥) = [0)0] (a0) +b[1)) = [0) a (0]0) + |0) b (0]1) = a |0)
i >

Projws [¢) = [1)1](a]0)+B 1)) = [1)a (1]0) +]1)b (L[1) = b1) .
e =7

1.5.7 Resumo

A figura abaixo traz um quadro resumo dos operadores especiais abor-
dados neste capitulo.
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Normais Unitarios

Hermitianos
Positivos

Projetores

Figura 1.1: Relacao entre os operadores especiais estudados neste capitulo.
Fonte: Slides de Algebra Linear, UFSM \@\

Operador Propriedade
Normal NNt = NN
Autoadjunto ou Hermitiano HY'=H
Unitario U-t=ut
Projetor P2=p
Positivo (W Plp) >0, V|p)
Positivo definido (| Plyp) >0, Y[p)#0

Tabela 1.1: Resumo das propriedades dos operadores especiais estudados
neste capitulo.

1.6 Produto Tensorial

E possivel compor dois espagos vetoriais para formar um terceiro es-
paco. Uma maneira de fazer isso é por meio do produto tensorial Em
Computagao Quantica, essa construgao é fundamental para se trabalhar
com sistemas compostos por mais de um qubit. Um sistema de dois qubits
seré o produto tensorial de dois espacos C?, que modelam um qubit.

1.6.1 Espaco Vetorial do Produto Tensorial

Dados dois espagos vetorias V e W, com bases Sy = {|uk)} e fw =
{lw;)}, o produto tensorial de V e W, denotado por V ® W, é definido
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como o espago vetorial gerado pela base:

o k=0,...,dimV — 1
R 0, dim W — 1

A dimensao do espago vetorial do produto tensorial é, portanto,
dmV W =dimV -dimW .

O produto tensorial ® forma uma dupla ordenada com propriedades
diferentes das do produto cartesiano. Essas propriedades, listadas abaixos,
sao chamadas conjuntamente de bilinearidade:

e Para todos z € C, [v) € V e [w) € W,

z-(|v) @ [w)) = (2]0)) @ |w) = |v) © (z]w)) -
e Para todos |[v1),[|v?) € V e Jw) € W,

(Jo") + ) @ w) = |o') @ Jw) + [v*) © |w) .
e Para todos [v) € V e |w!), [w?) € W,

[) ® (Jw') + [w?)) = o) ® [w') + o) @ [w?) .

Um elemento genérico do espago V' ® W é uma combinagao linear dos
vetores da base |vx) ® |w;). Em geral, essa combinagéo nao pode ser escrita
da forma fatorada |v) ® |w).

Exemplo 1.36. O sistema composto por 2 qubits é dado pelo produto
tensorial de dois espacos vetoriais de 1 qubit (isto serd visto com mais
detalhes na se¢ao . Esse espaco vetorial é denotado por C? @ C2. A
base desse espaco é formada pelos 4 vetores

00) = [0)]0) = |0) ® |0)
01) = [0)[1) =0) ® 1)
10) [1)10) = 1) @10)
i = M =mell),

e as igualdades apresentadas acima apenas referem-se a notagoes alternati-
vas e mais compactas. A ordem em que as entradas aparecem no produto
tensorial é importante, de forma que |01) # |10), por exemplo.
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Produto Tensorial Produto Cartesiano

ou Soma Direta

Notagao: VeoWw VxW=VaeW
Base: |vk) @ |wy) (lox),0), (0, |wi))

Dimensao: | dimV QW =dimV -dimW dimV W =dimV +dim W

Tabela 1.2: Tabela comparativa entre produto tensorial e produto cartesi-
ano (também chamado soma direta).

Um vetor qualquer |1)) € C? @ C? pode ser escrito como
|tb) = a]00) +b|01) 4+ ¢|10) + d|11) ,

com a,b,c,d € C. Alguns exemplos de vetores pertencentes ao espago em
questao sao:
|00) + |11)
V2
|0) ® (|0) +2|1)) = |00) +2|01)

(5[1)[1) = 5[11)

1 1 1 1
(510 =5 ) 0= 5 100) — =110}

As igualdades acima sdo exemplos da bilinearidade do produto tensorial.

1.6.2 Comparacao do Produto Tensorial com o
Produto Cartesiano

O produto cartesiano, as vezes chamado soma direta é outra maneira de
se compor dois espagos vetoriais em um espago “maior”; denotado por V x
W ou por V@& W. O produto cartesiano é formado por duplas ( [v),|w) ),
com |v) € V e |w) € W. Nesta subsecao, a notagdo (-,-) refere-se a par
ordenado em vez de produto interno como no restante do texto.

As diferencas entre essas duas operacoes estao dispostas no que segue:
Outra diferenga é que a soma, no produto cartesiano, é uma soma entrada
a entrada

([o7) s [w')) + (1) [w?)) = (o) + [0*),

enquanto que a soma no produto tensorial, de modo geral, nao se reduz

w) +[w?))

[v7) © ') +[0*) ® [w?)
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v) = |v?), de modo que
) @ |wh) + |vh) @ [w?) = o) @ (Jw") +[w?)) .

A multiplicagdo por escalar no produto cartesiano também é entrada a

entrada
2+ (o) Jw)) = (o), 2 w))

enquanto que, no produto tensorial, o escalar pode ser incorporado a qual-
quer das duas entradas, mas deve ir para apenas uma delas

2 (Joy @ ) = (2]0)) @ w) = [v) ® (2 w)) -

1.6.3 Produto Interno

Sejam V' e W espagos de Hilbert, isto é, espagos munidos de produto
interno. O produto tensorial V' ® W pode ser munido com um produto
interno derivado dos produtos internos de V' e de W. Defina:

(o) @ fwe)slowy @ hwe) ) = (fond s fow) ) - (o)) )
= (vg|vw) - (wilwr) = 6 b1, (1.1)
estendendo a definigao para elementos arbitrarios do produto tensorial por
linearidade na segunda entrada e antilinearidade na primeira.

Para dois vetores da forma {v1> ® |w1> e ‘v2> ® |w2> do produto ten-
sorial, pode-se denotar

(oY) @ w'), o) @w?) ) = (@ e (@'])(Jo*) & [w?)) ,
e decorre da defini¢cao de produto interno que
('@ W) (Jo*) @ [w?)) = ('[o%)y - (whw?)y, .
Exemplo 1.37. O espaco vetorial C2 ® C? que descreve 2 qubits foi apre-

sentado no exemplo O produto interno nesse espaco é explicitado
no que segue. Use os indices A e B para fazer referéncia a primeira e a

segunda entrada tensorial, respectivamente.
O produto interno dos vetores da base é dado pela equacao que se

traduz em
(7kIpa) o (17%) ,\pq ) un
= (ls).1p)) 4 (Ik> 2)) 5
{Jlp > <k‘\q>
= 0jp kg jk,pg >
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em que j,k,p,q =0,1. Por exemplo,
(01]01) =1, (11]10) =0 e (10]01) =0 .
Sejam

|¢) = a1]00) + b1 [01) + 1 [10) + dy [11)
[¥) as [00) + b [01) + ¢ [10) + do [11) .

O produto interno de

@) com |¢) é dado por

(@lv) = (a1” (00| + by (01] + ;" (10] + dy* (11]) (a2 |00) + b2 [01) + c2 [10) + d2 |11))
= al*ag + bl*bg + Cl*CQ + dl*dg .

A norma de |¢) é dada por

2 2 2 2
H|¢>|l=\/la1| 01"+ lea” + ™

CE W CET
_ (<0|0>3§<1l0>)A <<1|0> \_/El <11}>3>B

140 0—2 —¢

V2 V22

Exemplos:

. 2 12
0) + 10} = /1L + i = V2.

1.6.4 Operadores

Sejam A um operador em V' e B um operador em W. E possivel definir
um operador em V ® W, denotado por A ® B de forma que

(A® B)(Jv) @ lw)) = A|v) ® B |w) .

Todo operador em V ® W pode ser decomposto em uma combinagao
linear de operadores da forma apresentada anteriormente.

Pode-se mostrar que a composicao, ou produto, de dois operadores
A® Be A’ ® B’ é dada por:

(A2 B)(A' ® B') = AA' @ BB’ .
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Exemplo 1.38. Sejam X e H operadores no espago de 1 qubit dados por

X10) = 1) o1
X [1) = [0) X{l 0}
H|0) = 55 10) + 5 [1) 11
H|1>:%|0>—i;|1> H:JE[1 —1}

Esses operadores foram utilizados em varios dentre os exemplos anteriores.

O operador H ® X atua no espacgo de 2 qubits como no exemplo abaixo.

H®X(|0)® (|0) +i[1)))
= H|0) ® (X(|0) +i[1)))

_ (W)mumw)
= L 100) + = (01) + 2 110) + = J11)

V2 V2 V2 V2

Se forem usados rétulos 1 e 2 para as entradas tensoriais, a conta do
exemplo acima poderia ser reescrita como

H1X210), (10) + 1))z
= Hy|0); X5(|0) + 1))z

= () (i)
) 1 ) 1
- ﬁ ‘00>12 + \ﬁ |01>12 + ﬁ |10>12 + % ‘11>12 :

Mais detalhes sobre a notagao encontram-se na secao [1.6.7]

1.6.5 Produto de Kronecker

Até entao, o conceito de produto tensorial foi apresentado de maneira
abstrata. E possivel abordar esse conceito de maneira matricial também.
Fixadas bases para V e W, os vetores |v) e |w) desses espagos podem ser
representados como vetores coluna. O vetor |v) ® |w) também pode ser
representado como vetor coluna fazendo-se o produto de Kronecker.
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aobo
aob1
ap bo ap |w>
ay by ay |w) aoby,
P efw =1 . je| |= : = 0(11b0 1
Ap—1 bm—l Ap—1 |’U)> albl
_an—lbm—l_

Essa operagao é mais facilmente compreendida por meio de um exem-
plo.

Exemplo 1.39.
! ®
2

O produto tensorial de operadores em V e W também pode ser obtido

T
L
CoO O UL = W

3
4 = =
5

214

—
o

matricialmente por meio do produto de Kronecker.

ap,0 - Gon—1 apoB -+ aon—1B
a1 a1,n—1 a1, B ai,n—1B
AR B = . ) ®B = .
n-1,0 "** Opn—1in—1 n-1,0B -+ apn—1n1B

Exemplo 1.40.

L] o
0 1] _[1 2] oo 3 4
{1 0}®[3 4]_ “l1 200
1[1 2} 0[1 2} 3400
3 4] '3 4

O produto de Kronecker, em geral, nao é comutativo.
Se A € M(ma,na) e B € M(mp,ng), entdo a matriz A ® B tem
mamp linhas e nanp colunas, ou seja, A® B € M(mamp,nang). Uma
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forma geral de escrever o elemento j, k da matriz A® B é

(A & B)j,k = Qquoc(j,mp),quoc(k,np) bresto(j,mB),resto(k,nB) )
em que
7=0,1,...,mamp —1
k=0,1,...,nanpg — 1

e, para x,y inteiros,

quoc(z,y) é o quociente da divisao z/y

resto(z,y) ¢é o resto da divisdo z/y .

Exemplo 1.41. Asyo , B3xo. O elemento 4,2 da matriz A ® B pode ser
obtido por:

(A X B)4,2 = aquoc(4,3),quoc(2,2) bresto(4,3),resto(2,2) = al,lbl,() .

A matriz A ® B esta representada abaixo, destacando-se o elemento 4, 2:

bo,o  bo,1 bo,o  bon
a0 [b1,0 b1 ao,1 [b1o b1
[b20 b2 [b20 b21
ao}oB ao,lB:| o
a10B a11B| - - r
1,0 1,1 bo,o 5071 bo,o b0,1
a1,0|bio bia a1 bi,1
i _b2,0 b2,1 _bQ,O b2)1 1

1.6.6 Produto Tensorial de Varios Espacos Vetoriais

O produto tensorial de vérios espagos vetoriais segue a mesma ideia
do caso de dois espagos, apresentado anteriormente. A dimensdo serd o
produto das dimensodes de cada espaco. O produto tensorial é associativo,
entao nao é necessario usar parénteses num produto tensorial de varios
espagos. Nao é possivel comutar os fatores do produto tensorial.

1.6.7 Notacgao

Em situagoes praticas, costuma-se usar indices em cada fator do pro-
duto tensorial para evitar confusdes. Também h& variantes que deixam

a notagdo mais curta. Alguns comentarios a respeito dessas variantes
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sao abordados nesta secao. Para tratar disso, considere um exemplo em
VeWeU.

Pode-se denotar um elemento da forma |v) ® |w) ® |u) omitindo-se o
simbolo ®: |v) |w) |u). Nesse caso, deve-se tomar cuidado para nao confun-
dir essa justaposi¢ao com o produto matricial; nas situagoes de interesse,
normalmente o produto matricial nao serd possivel e ha menos risco de

confusao.
Costuma-se atribuir indices aos fatores: |v) ® |w) ® |u) = |v)y, ®
W)y @ [u)y, = |v)y |w)y |u),. Ainda, pode-se escrever esse elemento

como: |v), |w)y |u)s, ou [vwu)yyy, ou, ainda, qualquer notacao equiva-
lente, que evidencie a que espago cada ket pertence. Com a identificacao
por indices, é possivel até trocar a ordem em que sao escritos; nao deve
ser confundido com a comutatividade dos fatores, que nao é permitida em
geral. Assim, pode-se escrever: |u), |w), |v);.

Os bras também podem ser rotulados com indices. Por exemplo, escreve-
se (|v)g [w)y |u), )T =1 (v|2 {(w| 3 {u|, ou |ku>wT,VU = ywu (vwul.

Considere, agora, os operadores da forma A ® B® C, com A, B e C
operadores nos espagos V', W e U, respectivamente. E possivel também
atribuir indices nos operadores para lembrar em que espaco cada um deles
atua. Por exemplo, pode-se denotar: A; ® By ® Cs.

H4 situagoes em que se deseja operar apenas em uma das entradas do
produto tensorial. Assim, por exemplo, A |v) @ |w) @ [u) = A (|v) @ |w) @
|u) ). Formalmente, A; = A®I®I, nesse caso. O produto (ou composi¢ao)
dos operadores A ByCj significa (AR I NI @BNI®I®C) =
AIT ® IBI® IIC = A® B ® C. Dessa forma, com os indices, pode-se
escrever A1 BoC3 = A ® B ® C sem perigo de confusdo com o produto
matricial de A, B e C; Pode-se até mesmo trocar a ordem de como sao
escritos: BoA1C3=A®R B C.

Outra notagao bastante utilizada é quando se deseja realizar o produto
tensorial entre n cépias de um vetor |¢). Define-se

)€™ = |Y) @ ) .
H/f’

Essa notacao pode ser utilizada para bras e para operadores: <w|®n, A®n,
Também é possivel usar uma notagao analoga ao produtério para denotar,
por exemplo,

n
Q) Ai[0); = A10); @ ... ® A, [0), = A1 ... A, [0...0) .
=1
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H4, pois, diversas maneiras de se denotar os mesmos vetores ou opera-
dores. Essa variedade é til para permitir a escrita de expressoes compactas
em diversas situagoes em que o produto tensorial aparece.



Capitulo

Introducao a Mecanica
(Quantica

A partir do final do século XIX e inicio do século XX, diversos feno-
menos desafiavam a capacidade de explicagao das teorias fisicas vigentes.
Dentre esses fenomenos, pode-se citar a radiacao de corpo negro, o efeito
fotoelétrico, as caracteristicas ondulatorias do elétron em experimento de
dupla fenda e o experimento de Stern-Gerlach. A Mecanica Quantica é
produto das tentativas de se explicar esses fendmenos de modo compativel
com o que se observa experimentalmente.

A apresentagdo da Mecanica Quéantica, neste capitulo, é feita de ma-
neira axiomatica. Para manter o texto mais conciso e restrito ao objetivo
de se estudar Computagao Quantica, nao sdo apresentadas motivagoes para
os axiomas ou discussoes a respeito dos experimentos. Uma discussao dos
experimentos de fenda dupla e de Stern-Gerlach encontra-se em [2], se¢oes
2.1e2.2,eem [12], segao 1.5.1.

As principais referéncias para este capitulo sao os livros [12], se¢ao 2.2
e [2], segdo 2.4.

2.1 Postulados da Mecanica Quantica

2.1.1 Descricao de um Sistema Fisico

O primeiro postulado prescreve como um sistema fisico isolado pode
ser descrito pela Mecanica Quantica. Um sistema isolado é um sistema no

41
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qual nao ocorrem trocas de energia ou matéria com o ambiente.

Postulado 1. Um sistema fisico isolado € descrito por um espaco de
Hilbert H com escalares complezos. Esse espaco vetorial é chamado espago
de estados. Um estado do sistema € descrito pelo chamado vetor de estado,
um vetor unitdrio no espaco de estados do sistema.

A Mecanica Quantica nao descreve qual espaco de Hilbert deve ser
usado para descrever o sistema. Descobrir qual espago de estados descreve
adequadamente um dado sistema, fisico isolado é tarefa dos cientistas, que
recorrem a teorias especificas ou propoem modelos para o sistema em ques-
tdo. A Mecanica Quantica traz apenas a estrutura matemaética e conceitual
na qual espera-se que os sistemas fisicos se encaixem.

No presente trabalho, apenas os espacos vetoriais de dimensao finita
serao considerados. Nesse caso, um espago de Hilbert é equivale a um
espago vetorial com produto interno.

Exemplo 2.1 (Qubit). Um gqubit é um sistema quéantico descrito mate-
maticamente por um espaco de Hilbert % = C? com dimH = 2. Qualquer
base do espago do sistema tem exatamente dois vetores. Uma base para
o sistema ¢ a base computacional {|0),|1) }. O vetor nulo é costumeira-
mente denotado apenas por 0 para nao ser confundido com o vetor da base
|0).

Esse sistema é um analogo quantico ao bit classico, um sistema que
pode assumir os valores 0 ou 1 e que assume apenas um dos valores em
cada instante. O sistema pode encontrar-se em qualquer estado [1)) € H
com [[|¢)]| = 1. Isto é, todo vetor [¢)) = a|0) + b|1) com |a|* + [b]> =1 ¢
capaz de descrever um estado do sistema.

Por exemplo, o qubit pode encontrar-se no estado |0) ou |1), de forma
parecida com o bit cldssico. A novidade agora é que ele pode se encontrar
numa superposicao desses estados, como % |0) + % [1), pois este é um
vetor unitario em H.

2.1.2 Evolugao Temporal de um Sistema Fisico

O estado de um sistema fisico estd sujeito a alteracoes com o tempo.
A estrutura geral para essa evolucao temporal do estado é dada pelo pos-
tulado a seguir.

Postulado 2. A evolucdo temporal de um sistema fisico fechado €
dada por um operador linear unitdrio no seu espaco de estados H. Em
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simbolos:
[e) =Uls) -

Por ser um operador unitario, U preserva o tamanho dos vetores, de
modo que o vetor |¢¢) tem norma 1 e corresponde a um estado do sistema.

O enunciado do postulado 2 pode ser reescrito em termos de operadores
Hermitianos.

Postulado 2’. A evolucao temporal de um sistema fisico fechado €
dada pela equagao de Schroedinger

L d
i () = HI(0)
em que H € um operador Hermitiano no espaco de estados do sistema.

Neste postulado tem-se A = %, em que h = 6,626 - 10734 J - s é a
constante de Plank, determinada experimentalmente.

A equivaléncia entre esses dois postulados é dada por um teorema da
Anaélise Funcional chamado Teorema de StondTl Para se ter uma ideia
dessa equivaléncia entre os postulados, é mostrada uma argumentacao nao

formal de que (2’) implica (2) a seguir.
Afirmacao. O enunciado (2°) implica (2).

Prova da afirmagao. Supde-se que valha o enunciado em (2°). Seja H um
operador hermitiano. Entdo H = HT. Considere inicialmente um intervalo
de tempo dt infinitesimal. Pode-se escrever

D dD) = [00) + 2 [00) di + o (o) i ..

2! dt?
[V(0) + IO dr

1%

realizando a expansao em série de Taylor e retendo os termos até primeira
ordem apenas. Pelo enunciado de (2), tem-se que

d i1H
S 10(0) = =5 [0()
Substituindo na equagao anterior, tem-se que

e+ an) = (1= ) )

1Hall, B.C. (2013), Quantum Theory for Mathematicians, Graduate Texts in Mathe-
matics, 267, Springer.
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Definindo Uy = I — ZH dt  tem-se que Ug é unitaria se desprezarmos os
termos de ordem maior ou igual a 2 em dt. Efetivamente, tem-se:

iHdt iHTdt
UnUl, = (1— - )(1+ - >
_ szt+int_i2H2dt2
B h h h2
~ T
iHdt iHdt
it = (1 55) (1-57)
_ o, tHd _iHdt  PH?dt
h h h2
~ J.

Para um intervalo de tempo finito de ¢; a ty, divida o intervalo de

t; ~
= f , com n — 0o. A evolucao temporal

entre t e t + dt nesse intervalo de tempo é dada pelo operador Uy;. Dessa

tempo em pedagos iguais dt =

forma, tem-se que
ty=t;+n-dt
e que

[p(ty)) = Ualo(ty —dt))
Uagt Ut |’(/J(tf - 2dt)>

= Udt AN Udt |¢(tl)>
———

n vezes

Seja U = (Ug:)™. Com iSS(EL

U

(U)" = (1 B iI;dt)"

iH(tp—t;) \ "
J— —h
n

exp <ZH(tf — t2)>
n— o0 h

2Perceba que o limite n — oo que surge é anslogo ao limite fundamental

e’ = lim (1—g>n .

n
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Portanto tem-se
[(tr)) = Uly(ts)) -
Além disso, U é um operador unitario pois é produto de operadores uni-
térios, conforme secao Assim, chegou-se ao enunciado (2). J

Exemplo 2.2. As matrizes de Pauli X, Y e Z apresentadas no exemplo
representam operadores lineares unitarios em 1 qubit na base compu-
tacional e podem, portanto, representar a evolucao temporal de um qubit.

Exemplo 2.3. A matriz de Hadamard H representa um operador linear
unitario na base computacional, e pode, portanto, ser uma operacao de
evolugao temporal de um sistema fisico de 1 qubit.

Se o qubit se encontra no estado

1
|hi) = ﬁ(\@ﬂl)) :

apés a aplicacao de H, o estado final passa a ser

1) H%(mw 1))
2(H|O>—|—H|1>)

G- 5l

1 1 1 1
(\/§0>+\/§|1>+\/§|0>_2|1>)

Il
=
~

2.1.3 Medidas em Sistemas Fisicos

Um fenémeno muito particular da Mecanica Quantica é a medida de um
observavel em um sistema fisico. Em geral, ndo é possivel obter com certeza
o resultado de uma medida. O que a teoria fornece sao probabilidades de
se obter cada possivel resultado da medida.

Esse carater probabilistico esta atrelado aos fundamentos da Mecanica
Quémticaﬂ Isso significa que a Mecanica Quantica é uma teoria funda-
mentalmente probabilistica.

Matematicamente, um observavel é descrito por um operador Hermi-
tiano e seus autovalores correspondem aos possiveis resultados da medida.
Imediatamente apds a medida, o estado é projetado no autoespago associ-
ado ao valor obtido.

3Uma discussdo interessante sobre o colapso da funcio de onda do sistema devido &
medida é feita em [5], p. 2-5.
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Postulado 3. A cada observdvel fisico associa-se um operador Hermitiano
A no espago de Hilbert do sistema. O operador A admite decomposi¢do
espectral e seus autovalores sao reais (conforme segdo , Seja

A= Zakpk
k

a sua decomposicao espectral, com ay autovalores distintos e Py as proje-
¢oes ortogonais nos autoespacos correspondentes.

Os wvalores ay, correspondem aos possiveis resultados da medida do ob-
servdvel A. Se o sistema estd no estado |¢) antes da medida, a probabili-
dade de o resultado ser ay, ¢ dada por

plar) = |12 [9)|* -

O estado do sistema apos a medida, dado que se obteve o resultado ay, é

dado por
Py )

1Pk [

Caso o observavel seja descrito por um operador A com todos os auto-
valores distintos, é possivel escrever

A= ay kK|
k

com os ays todos distintos e P, = |k)k|. A probabilidade de se obter o
valor aj é

plar) = [(Kl)*

e, dado que o resultado da medida tenha sido ay, o estado do sistema passa

a ser

k)
|(k[)]
Exemplo 2.4 (Qubit). Seja 1)) = a|0) +b|1) o estado de um qubit, com
a,b # 0. A medicao desse qubit na base computacional, isto é, em relacdo
ao observavel

—~

|k) ~ |k) (a menos de uma fase global).

—~

Z =1-10X0] = 1-[1)1] ,

tem dois possiveis resultados mutuamente excludentes: 1 ou —1. As pro-
babilidades de se obter esses resultados sao dadas a seguir.
O resultado 1 ocorre com probabilidade

p(1) = [[10)0] [)[1* = [[10) all* = |al*,
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e o estado do sistema apods a medida é

0ol a
15 = Toxe )T = Tal

O resultado —1 ocorre com probabilidade

p(=1) = [ )" = [I11) b]* = |6l ,

0) .

e o estado do sistema apods a medida é

o e b
XL [0l

Se o qubit estava no estado |¢)) = |0), a probabilidade de se obter o
resultado 1 na medicao é p(1) = 1 = 100%, e o estado apds a medigao é
[v") =]0). Subsequentes medigoes continuarao fornecendo o resultado 1 e
mantendo o estado final em |0).

Da mesma forma, se o qubit estava no estado |) = |1), a probabilidade
de se obter o resultado —1 na medigéo é p(—1) = 1 = 100%; o estado apés
a medigao é |¢') = |1) e subsequentes medigdes continuarao fornecendo o
resultado —1 e mantendo o estado final em |1).

2.1.4 Valor esperado de um Observavel

Um ensemble é uma colegao suficientemente grande de sistemas pre-
parados no mesmo estado. Se realizarmos a medida de um observavel em
um ensemble, cada sistema tem um resultado possivelmente diferente, com
probabilidades de acordo com o postulado 3. Pode-se extrair o valor espe-
rado desse resultado, ou seja, a média dos resultados das medidas desses
sistemas idénticos.

Definigao 2.5 (Valor esperado de um observavel). Seja A um observével,
isto é, um operador hermitiano no espago de estados do sistema. O wvalor
esperado de A para esse enum ensemble preparado no estado [¢), é dado
pelo nimero real

(4) = (WlAly)

Observagao 2.6. O valor esperado do observéavel depende do estado em que
é preparado o ensemble. Por isso, pode-se usar algum rétulo para lembrar
qual é o estado do ensemble:
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E comum também explicitar o estado do ensemble denotando o valor es-
perado simplesmente por (1|A[y).

Observagdo 2.7. O valor esperado dado na defini¢ao corresponde a
média dos resultados das medidas dos sistemas, como dito anteriormente.
Sejam A = ), apPj o referido observavel e sua decomposicao espectral.
Sejam [1) o estado de todos os sistemas do ensemble e N é o nimero de
sistemas do ensemble. O valor esperado do observével A, denotado por
(A), depende do estado |¢) em que os sistemas se encontram e é dado pela
média dos resultados das medidas. Como a probabilidade de se obter ax na
medicao ¢ p(ar) = || P [1)]?
de sistemas com resultado ay é Np(ay), e a média dos resultados é

, como informado no postulado 3, o nimero

(4) = = > o Npla)
= ;:kp(ak)
= ;aknpk [)II?
=" ai (| P{ P [¢)
= Zk:ak (Y] Py )
= <;|Zakm>
<w|Ak|w> 7

lembrando que Py, o operador projecao, é hermitiano (P,I = Py) e vale que
P2 =P,
2.1.5 Sistemas Compostos

O 1ltimo postulado refere-se a unido de dois ou mais sistemas em um
unico sistema composto. A ferramenta matemaética que descreve adequa-
damente essa composi¢ao é o produto tensorial.

Postulado 4. A composicao de sistemas dados por Hy, Ha, ..., HN €
descrita pelo produto tensorial

HIQH2Q ... Hpn .
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Se o estado de cada sistema € 1) € Hy , |t2) € Ha, ..., |¥UN) € Hn,
entao o estado do sistema composto € dado pelo produto tensorial

V1)@ ... ®@YN) EH1® ... @ HN
dos estados dos sistemas componentes.

Exemplo 2.8 (Qubit). Suponha que se tenha dois qubits H; = C? e
Ho = C2, preparados nos estados

1 1
[v1) = ﬁ|0>+ﬁ|1>
[v2) = 0) .

A composicao dos dois qubits é modelada pelo espago de Hilbert H =
Hi @ He = C2® C2, e 0 estado do sistema composto é descrito por

)12 = [¥1); ® i)y

- (\2 10) + % |1>)1 ®10),

- \% 10), ® [0), + % 1); ®0),
- \% 10), 10), + \% 1)1 10),

1 1
NG 100); 5 + 7 110} -
1 1
V2 | V2

As tltimas 4 igualdades trazem diferentes notagdes para o mesmo vetor

Y+ [10) .

de estado. E comum omitir o simbolo ® e escrever as entradas tensoriais
justapostas, ou ainda, dentro do mesmo ket. Para nao haver confusao,
pode-se usar indices para rotular os qubits (como os indices 1 e 2 usados
acima). Caso ndo sejam utilizados os indices, a ordem em que os vetores
sa0 escritos na justaposicao nos mostra a qual entrada tensorial cada vetor
pertence, e um cuidado extra deve ser observado para nao trocar a ordem
das entradas. Por exemplo, |10) # |01). Mais detalhes sobre a notacdo
podem ser vistos na secao [1.6.

O produto tensorial permite que o sistema composto tenha uma pro-
priedade muito importante: o emaranhamento.
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Defini¢gao 2.9 (Estado Emaranhado / Estado Separdvel). Um sistema
composto estd em um estado emaranhado quando nao é possivel escrever
o estado composto como um produto tensorial de estados individuais dos
qubits:

) # 1) ® .. ® i) -

Se o estado do sistema puder ser escrito dessa forma fatorada, diz-se que
é um estado separdvel, ou fatordvel, ou ainda, estado produto.

Para um sistema composto por 2 qubits, um estado [i) é separdvel se
e somente se puder ser escrito na forma

[¥) (al0) +b11))(cl0) +d]1))

= ac|00) + ad|01) + bc|10) + bd |11)
Exemplo 2.10 (Qubit). Num sistema composto por 2 qubits, o estado

_100) +|11)
V2

é um estado emaranhado. De fato, se fosse um estado separavel, poderia

|BOO>

ser escrito como

|00) + |11)
V2

Se isso ocorresse, entao

= ac|00) + ad |01) + bc|10) + bd |11) .

ac = % (1)
ad =0 (2)
bc=0 (3)
bd = % .4

O sistema nao tem solugdo, pois as equagoes (1) e (4) implicam a, b, ¢,d # 0
e a equagao (2) implica a = 0 ou d = 0, levando a uma contradigao.

Se tentarmos medir apenas o primeiro qubit de | 500>172 (na base com-
putacional), teremos o resultado |0), com probabilidade 1 e |1), com pro-
babilidade também % Se o resultado da medigéo for |0),, entdo o estado

do sistema composto sera |00) e portanto o segundo qubit também co-

1,2)
lapsara para o estado |0),. Da mesma forma, se o resultado da medicao
for |1);, o estado do sistema composto ficard \11)1,2, e o segundo qubit
colapsara para o estado |1),. Medir o estado do qubit 1 afeta o qubit 2, se

ambos estiverem emaranhados, mesmo que estejam muito distantes!
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2.2 Matrizes de Pauli

As matrizes de Pauli sdo algumas das ferramentas mais corriqueiras
em Computacdo Quéntica. Essas matrizes ja foram introduzidas no capi-
tulo de Algebra Linear, no exemplo e algumas propriedades ja foram
abordadas nos exemplos [[.23] [[.25] e [T.26] As principais informacoes a
respeito dessas matrizes sao reunidas nesta segao por conveniéncia.

2.2.1 Definicao

As matrizes de Pauli sdo reproduzidas na tabela a seguir.

Notagao Acao na base |0), |1) | Matriz na base |0), |1)
x=e=a X i H
e 0| B
Z=o=or | 71 b ]

2.2.2 Propriedades

As matrizes de Pauli sao hermitianas e unitdrias. Para verificar isso,
basta perceber que cada matriz é igual & sua adjunta (conjugada trans-
posta) e que suas colunas sdo ortonormais. Portanto vale que

xt=x xXt=x"1
yi=vy yt=y-!
Zt=2z Zt=z-1.

Dessas igualdades segue que cada matriz de Pauli é igual a sua inversa,
e que portanto, o seu quadrado é a matriz identidade.

X?=7
y2=1
Z2 =17

H4 outras identidades envolvendo o produto de duas matrizes de Pauli
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diferentes, e que podem ser obtidas por calculo direto.

XY =iZ YX =—iZ
YZ =iX Z2Y = —iX
ZX =1iY XZ =—-iY .

As identidades da coluna a direita podem ser obtidas fazendo-se o hermi-
tiano das igualdades da coluna a esquerda.

2.2.3 Autovalores, Autovetores e Diagonalizagao

Por serem matrizes hermitianas e unitérias, sdo matrizes normais (isto
é, comutam com sua adjunta). Sdo, pois, diagonalizdveis pelo teorema
espectral [[.29] tém autovalores reais por serem hermitianas e seus auto-
valores devem ter moédulo 1 por serem matrizes unitarias. Um calculo
explicito fornece os autovalores 1 e —1. Cada matriz possui uma base de
autovetores diferente, denotada por X', ) e Z e apresentadas no exemplo
2] O célculo dos autovalores e autovetores segue as diretrizes do exemplo
[[:25] e [1:26], em que sdo encontrados os autovalores, autovetores e a forma
diagonal da matriz X.

Matriz ‘ Autovalores ‘ Base de Autovetores ‘ Forma diagonal

X 1,-1 X={l+,-} X = [+)+] = [N~
Y 1,-1 Y={|+i),|-i) } Y = | Fi)(+i| — | i)
Z 1,-1 Z={10),]1)} =T | Z=|0)0| — |1)1]

Tabela 2.1: Autovalores, base de autovetores e forma diagonal dos opera-
dores X, Y e Z de Pauli.

Os vetores |4), |—), |+i) e |—i) sdo dados por:

) =00+ 510 ) =50 +ig 0

510y -1 =) =100 —izsl)

2.3 Estados de Bell

Os estados de Bell sao estados emaranhados que formam uma base
ortonormal B para o espaco de estados de 2 qubits. Um deles ja foi visto
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no exemplo Os 4 estados de Bell estao dispostos a seguir.

|Boo) = |@F) = % |00) + % I11)
Bu) = [#7) = 2= 100) = = 1)
|Biro) = |¥F) = % 01) + % 110)
|B11) = |¥7) = \% 01) — % |10)

Na literatura encontram-se os dois tipos de notagao.

Proposigao 2.11. Os estados de Bell formam uma base ortonormal para
o0 espaco de estados de 2 qubits C? @ C2.

Demonstragao.

B é base de C? @ C2:

A dimensdo de C2 @ C2 é 4, portanto basta mostrar que os 4 estados de
Bell sao LI. Seja

ao |Boo) + a1 |Bo1) + az |Bro) +az|Bi1) =0
uma combinagao linear nula dos elementos de B. Tem-se que:

ao |Boo) + a1 |Bo1) + a2 [Bro) + az |Bi1) =0
|00) + |11) |00) — |11) |01) + |10) |01) — |10)
ag + a1 +a +a

=0
V2 V2 ) T2
ap + ay as + as a2 — as a01a1
00) + 01) + 10) + 11) =0
7 100) 7 |01) 7 10) ﬁ\ )
Portanto
ap+a1 =0 a =0
ao—a1:0 a1:0
—
az+ a3 =0 a2 =0
az —a3z =0 a3 =0,

e como a unica solugdo para os coeficientes é a solu¢ado nula, os vetores sdo LI.
Formam, em consequéncia, uma base do espaco de 2 qubits.

B é ortonormal:
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Os vetores tém norma 1 pois

(Boo|Boo) = (00] + (11| |00) + |11) _ 1+40+0+1
00|0b00 NG NG 3
(00| — (11]|00) —|11) 1—-0—-041
(Bo1|Bo1) = 7 7 3
(Bio|Bro) = (01] + (10| |01) + |10) _ 1+0+0+1
10/010 NG NG 3
__(01] —(10[|01) —|10) 1—-0—-0+1
(Br1|f11) = NG 7 5
e sao ortogonais porque
_ (00| 4 (11]|00) —|11) 1—-0+0-1
(BoolBo1) = 7 A 5
(Boo|Bro) = (00] + (11]]01) +[10) _ 0+0+0+0
00|b10 /2 /2 D)
(00| + (11| |01) —|10) 0—-0+0—-0
(Boo|f11) = /2 NG = D)
(00| — (11| |01) +|10) 04+0—-0-0
(Bo1|f10) = o) o) = D)
(00| —(11]|01) —|10) 0—-0—-040
(Bo1]B11) = o) o) = D)
__(01]4(10]|01) —|10) 1—-0+0-1
<ﬂ10|,611> — \/5 \/5 D)

Logo a base é ortonormal.

Proposigao 2.12. Os estados de Bell sao emaranhados (isto €, ndo podem
ser escritos como o produto tensorial de estados de 1 qubit).

Demonstracdo. As contas sdo analogas as do exemplo que mostra

que o estado |Bgg) é emaranhado.

O

Os estados de Bell sao muito utilizados pelo fato de formarem uma base

de estados emaranhados. Algumas aplicagoes mais elementares ocorrem no

circuito de teletransporte e na codificagao superdensa, que serao vistos no
capitulo [ secoes e respectivamente.



Capitulo

Computacao Quantica

A Computag¢ao Quantica é um novo paradigma de computacao em que
utilizam-se sistemas quanticos — os qubits, andlogos dos bits classicos —
para se realizar processamento de informagao. Langam-se mao de alguns
recursos nao existentes na Computacao Classica, como superposicao e ema-
ranhamento.

H&4 uma variedade de modelos de Computacao Quéantica, dentre os
quais pode-se citar:

e Computacao Quantica de Circuitos — computagao realizada com
portas légicas quanticas, analogas as portas logicas dos sistemas di-
gitais classicos;

e Computacao Quantica Adiabatica — o sistema é preparado no
estado fundamental e sofre a agdo de um hamiltoniano que depende
continuamente do tempo e que é projetado de forma que o estado
fundamental, apds a aplicagdo do hamiltoniano, contenha a solucao
do problema codificada ([6], p.23);

e Maquina de Turing Quéantica — uma versao quantica da Maquina
de Turing Cléssica;

e Caminhada Aleatdéria Quéantica — versao quantica da caminhada
aleatéria classica; é possivel realizar computagao quantica universal
com esse modelo de computagao.

O presente trabalho aborda apenas a Computacao Quéntica de Circuitos.

95
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3.1 Computacao Quantica de Circuitos

Este modelo de Computacao Quantica guarda analogia com a Compu-
tacao Classica com Portas Légicas, apresentada no apéndice @ (principal-
mente se¢ao . A informacao é codificada em qubits, e o processamento
é feito por evolugao temporal do sistema segundo operagdes unitarias (con-
forme postulado .

[¥1) ‘ Doul

1P2) Ooul
- U )

[Pn) — —@: Ooul

Figura 3.1: Esquema geral de um computador quantico no modelo de cir-
cuitos. Os qubits sao preparados em estados iniciais e sao submetidos a
operagoes unitarias simbolizadas pela caixa de rétulo U. Apds a sequéncia
de operagoes, os qubits sao lidos (ocorre a medi¢ao dos qubits na base com-
putacional), fornecendo uma sequéncia de bits cldssicos com o resultado
da computagio. Fonte: [14], p. 24.

Numero de entradas e saidas

Os circuitos quanticos devem ter o mesmo nimero de entradas e saidas,
pois qubits nao sao introduzidos ou removidos durante o processamento e
as portas légicas quanticas sao operadores, o que significa que preservam o
ntumero de qubits em que atuam. Diferentemente ocorre com os circuitos
classicos, nos quais héa portas com diferentes nimeros de bits a entrada e
a saida (como as portas AND e NOT, por exemplo).

Reversibilidade da Computacao Quantica
Outra diferenca é os circuitos quanticos sao essencialmente reversiveis,
ou seja, existe um circuito quantico inverso que consegue retornar as entra-
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das originais do circuito a partir das saidas do mesmo. Isso ocorre porque
o processamento se da por operadores unitarios, que sao reversiveis, com
inversos também dados por operadores unitarios. Apesar de a maior parte
da Computagao Quéantica ser reversivel, hd uma etapa irreversivel: a me-
digao dos qubits.

Nos circuitos classicos, a maioria das portas logicas nao sao reversiveis.
A porta AND, por exemplo, fornece resultado 1 se ambas as entradas
forem 1 e fornecem 0 caso contrério; no caso de a saida ser 0, ndo sabemos
qual/quais das entradas é 0.

Nao ha um impedimento absoluto para a Computacao Cléssica ser
reversivel. De fato, ha investigacoes relacionadas a circuitos cléssicos re-
versiveis, constituidos apenas por portas légicas reversiveis.

H&4 uma expectativa de que a computagao reversivel seja mais efici-
ente em termos energéticos que a computacao irreversivel. Isso se deve
ao principio de Landauer, que diz que o apagamento de 1 bit de informa-
¢ao esta associado a uma dissipacao de energia para o ambiente de, no
minimo, kT In2 (ver referéncia 2], p. 37). Em tese, se forem evitados
os apagamentos de informacao, a computacao poderia ser feita sem gasto
energético aprecidavel. Uma discussao interessante sobre o consumo ener-
gético e computacao pode ser encontrada em [12], na segdo 3.2.5, e em [2],
secao 1.5.

3.2 O Qubit

3.2.1 Descricao Matematica do Qubit

O qubit é um sistema fisico que pode ser descrito por um espago de
Hilbert de dimensao 2. O qubit ja foi apresentado no capitulo anterior,
exemplo[2.1] Os estados da base canénica sdo rotulados por |0) e 1), e um
estado geral para o qubit é o vetor unitario

) =al0)+0b[1) ,

em que |af’> + [b]* =1 e a,beC.

3.2.2 Fase Relativa e Fase Global
Fase Global

Chama-se fase global uma fase complexa multiplicando o estado de um
qubit: €' |h). Dois estados |¢1) e |1p2) = €@ |1)1), iguais a menos de uma
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fase global, nao podem ser distinguidos fisicamente. De fato, dado um
observavel A = Y, ayPy, a probabilidade de o resultado de uma medida
ser ay, nos dois casos, € igual:

palar) = [|Pee [0} || = [ 1)1 = pa(ar) -

A evolugao temporal nos dois estados também é idéntica, a menos do fator
e'*, devido a linearidade dos operadores de evolucao:

U o) = Ue™ [V1) = U Y1)

e uma subsequente medigao nao conseguiria distinguir esses dois estados
que diferem apenas por uma fase global. Na formagao de um sistema
composto, os vetores [11) e |1g) = €' b)) produzem resultados idénticos,
a menos da fase global «, dada a multilinearidade do produto tensorial:

the) @ |@) = (€' [¥1) ) @ |¢) = " (|1h1) @ |) .

Do mesmo modo, uma medida posterior nao conseguiria distinguir esses
dois estados.

Dessa forma, a fase global nao tem relevancia fisica, e um sistema
descrito por um vetor de estado |¢)) também pode ser descrito pelo vetor

i [y).
Fase Relativa

A fase relativa em um qubit é a diferenga de fase entre os coeficientes
que multiplicam o |1). Por exemplo, os vetores

_oin
\+>—7\/§ =) =——%—

tém mesmo coeficiente multiplicando |0) e diferem apenas por um fator
—1 = €™ multiplicando |1), isto é, por uma fase relativa de 7.
De forma geral, os estados

1) = al0) +0[1) e [ih2) =al0) +be[1)

diferem por fase relativa ¢. Esses estados apresentam mesmas probabili-
dades em uma medida na base computacional:

p2(10)) = lal* = p1(|0))
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pa(|1)) = [be’|* = [B?[e"?]” = b* = pr(|1)) ,

no entanto, em bases diferentes, podem apresentar probabilidades diferen-
tes. Exemplificando, os estados |+) e |—) diferem por uma fase relativa,
no entanto formam uma base. E a medida nessa base fornece resulta-
dos distintos. A evolucao por transformacoes unitarias também apresenta
resultados diferentes. Por exemplo, a aplicagdo do operador unitario H
fornece H |+) =10) e H|—) = |1).

Assim, ao contrédrio da fase global, a fase relativa apresenta relevancia
fisica.

3.2.3 Representacao de um Qubit na Esfera de Bloch

A Esfera de Bloch

O estado |[¥) = a]0) +b|1) de um qubit pode ser reescrito, a menos de
uma fase global, como

[9) = cos(0/2) |0) + e sin(0/2)|1) , 6 € [0,7],¢ € [0,2n) .

Isso serd justificado na secao |3.2.41 Pode-se multiplicar o estado por uma
fase global para que o termo multiplicando |0) seja real e positivo. Fazendo-
se essa identificacao em relagao a fase global, tem-se o estado de um qubit
descrito por dois parametros 6 e . Utilizando esses dois pardmetros no
sistema de coordenadas esféricas, pode-se corresponder os estados de um
qubit com os pontos na superficie de uma esfera de raio unitario, a chamada
Esfera de Bloch.
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1)

Figura 3.2: Representacdo de um qubit na esfera de Bloch. Fonte: [12],
p-15

Pontos na Esfera de Bloch

Os polos norte da esfera corresponde ao estado |0) e o polo sul, ao
[1). No equador, situam-se os estados da forma % |0) + % [1), isto é,
superposigoes dos estados |0) e |1) com o mesmo peso e com alguma fase

relativa.
Ponto da esfera de Bloch Estado [4)

z=(1,0,0) 0=7/2 =0 [+)
—&=(-1,0,0) O=m/2 p=m [—)

9 =1(0,1,0) b=m/2 p=m7/2 |+1)
—§=(0,-1,0) 0=n/2 ¢=3n/2 |[—%)

£2=1(0,0,1) 0=0 |0)
—2=1(0,0,-1) 0=m [1)

Tabela 3.1: Intersecgao da esfera de Bloch com os eixos coordenados.

Observe que os vetores da base X correspondem as intersecgoes da
esfera com o eixo x. De forma similar, isso vale para as bases ) e Z, que
correspondem as intersecgoes da esfera com os eixos y e z, respectivamente.
Essas bases foram abordadas na segao [2.2.3
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Figura 3.3: Pontos destacados na esfera de Bloch.

Projecoes nos eixos coordenados
As projegoes nos eixos z, y e  de um ponto r na superficie da esfera
de Bloch sao dadas pelas coordenadas esféricas:
F=ryX+ry,y+r.2
=sinfcospX +sinfsingpy +cosfz, 0€[0,7],¢€]0,27) .
Essas projecoes correspondem aos valores esperados dos operadores her-
mitianos X, Y e Z de Pauli:
ry =sinfcosp = (X)
ry =sinfsinp = (Y)
r,= cos@ ={(Z).

3.2.4 Justificativas para a segao anterior

Proposigao 3.1. O estado de um qubit pode ser escrito, a menos de uma
fase global, como

|9) = cos(0/2) |0) + e*?sin(0/2) |1) , 6 € [0,7],¢ € [0,27) .

Demonstragio. Seja [)) = a|0) +b|1) com a,b € C e |a]> + [b]* = 1. Os
coeficientes a e b sao niimeros complexos, portanto admitem modulo e fase
complexa, podendo ser escritos na forma polar como

a:paeiea ’ bzpbeieb ,
com pg, pp > 0. Tem-se

pa = cos(0/2)

o —sin(ey2) 0 S0

a? + P =1 = pl+pf=1 = {
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Portanto, pode-se escrever

[¢) = cos(0/2)ei9“ |0) + sin(6/2)e™ |1)
= ¢ (cos(a/Q) 10) -+ sin(6/2)ei (0 —0) |1>) .

Como a fase global nao tem efeito fisico, pode-se multiplicar por um fator
e~ |0) para que o coeficiente de |0) se torne um niimero real positivo.
Definindo ¢ = 6, — 0, pode-se dizer, sem prejuizo, que ¢ € [0, 27). Dessa
forma, o estado |¢) fica

[v) = cos(0/2) 0) + e sin(8/2)|1) , 0 €[0,7],¢ € [0,27) . O

Proposigao 3.2. Seja ¥ um vetor na superficie da esfera de Bloch corres-
pondendo ao estado |1). As coordenadas xz, y e z desse vetor correspondem
aos valores esperados dos operadores X, Y e Z de Pauli referentes ao es-

tado |1):

Ty = sinf cos = (X)
ry =sinfsinp = (Y)
r,= cos =(Z) .

Demonstragdo. Seja ) = cos(6/2)|0) + e sin(6/2)|1). Calculando o
valor esperado dos operadores X, Y e Z para esse estado, tem-se:

(X) = (IX]6)

(cos(6/2) (0] + e~**sin(0/2) (1] ) X (cos(6/2) |0) + € sin(6/2) 1))
(cos(8/2) (0] + e~ " sin(6/2) (1]) (cos(6/2) |1) + €*¥ sin(6/2) |0) )
=0+ cos(0/2)e™? sin(0/2) + 0 + e~* sin(0/2) cos(0/2)

(€' + e ) sin(0/2) cos(6/2)

= 2cos sin(f/2) cos(6/2)

=sinfcosp

:’["z



3.3. Notacao de Circuitos 63

(v) = @IY]y)
= (cos(0/2) (0 + e~ sin(6/2) (1] )Y (cos(6/2) [0) + " sin(6/2) 1) )
= (cos(0/2) (0 + e sin(0/2) (1] ) (i cos(6/2) |1) — ie'? sin(6/2) 0) )
=0—1icos(0/2)e'?sin(6/2) + 0+ ie” ¥ sin(0/2) cos(0/2)
= —i(e" — e7"¥) sin(0/2) cos(6/2)
—i(2isin @) sin(6/2) cos(6/2)

= sinfsin

:T'y

(Z) = (W|Z|y)
= (cos(6/2) (0 + e **sin(6/2) (1] ) Z (cos(6/2) |0) + €'¥ sin(6/2) |1))
= (cos(0/2) (0] + e~ sin(6/2) (1] ) (cos(6/2) |0) — e’¥ sin(6/2) [1) )
= cos(0/2) cos(0/2) + 0+ 0 — e sin(0/2)e*? sin(0/2)
= cos?(0/2) — sin?(6/2)
=sind

= TZ
Nas contas, foram usadas as seguintes identidades complexas:

e 4 e . el — =i
— sinpg = —— . O]

cosp = 2%
i

3.3 Notacao de Circuitos

Os detalhes da notagao utilizada para representar circuitos quanticos
serdo vistos nesta secao. A referéncia utilizada nesta parte é o capitulo 2
do livro [14].

Um circuito quantico é ilustrado na figura abaixo. Alguns detalhes
pertinentes sao abordados na sequéncia.

M,
) (A
1M

’ [
500) {

L I
X —17Z]

Figura 3.4: Exemplo de circuito quéntico. Fonte: [12], p. 27.
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Entradas e saidas

O circuito deve conter o mesmo niumero de entradas e saidas (as vezes
podem estar omitidas quando nao utilizadas). Cada qubit é representado
por uma linha horizontal, e linhas duplas representam bits classicos. Pode-
se por rétulos nos qubits para indicar em que estado se encontram na
entrada.

(a) (b) ()

) ——— |500>{’ Ooul

Figura 3.5: (a) Linhas horizontais simples representam 1 qubit. (b) Re-
presentacao de 2 qubits com o rétulo representando o estado de Bell
|Boo) = %(|OO> + |11)); a notagdo com chave é 1til para representar en-
tradas compostas por estados emaranhados. (c¢) Linhas horizontais duplas
representam 1 bit classico, ou um cbit.

Os qubits de entrada podem se encontrar em estados |0), |1) ou em super-
posicoes desses estados. Também podem encontrar-se em estados emara-
nhados, nao possiveis de se exprimir como produto tensorial de estados de
1 qubit.

Sequéncia de operacgoes

A passagem do tempo, e portanto a sequéncia de operacgoes, é representada
da esquerda para a direita. Ocasionalmente pode-se representar o circuito
na forma vertical, e a passagem do tempo é representada de cima para
baixo.

Simbolos para Portas Légicas Quéanticas

As portas légicas quéanticas sao representadas por caixas contendo o mesmo
numero de entradas e saidas. As portas légicas controladas sao portas
logicas de mais de 1 qubit em que pelo menos um dos qubits age como
controle; o qubit de controle é representado por um circulo (mais detalhes
serdo vistos posteriormente).
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- o el

Figura 3.6: Exemplo de portas logicas quanticas. (a) Porta logica de 1
qubit. (b) Porta l6gica controlada de 2 qubits. (c) Porta 1égica de 3
qubits.

Medigoes de qubits

As medicoes sdo as unicas operacoes potencialmente irreversiveis de um
circuito quéntico. Em geral sdo realizadas na base computacional |0) e
[1). A notagdo para medigoes é ilustrada abaixo, em que, novamente, fica
implicito que a base de medidas é a computacional. Apods a medicao na
base computacional, o resultado é um bit cléssico.

(a) (b) (c)
—o—

Figura 3.7: Notagoes possiveis para medigao de qubits. Apds a medi¢do na
base candnica, o resultado é um cbit. (a) e (b) Medi¢ao na base canonica.
(¢) Medicao de um observavel O especificado.

3.4 Portas Légicas Quanticas

As portas logicas quanticas sao operagoes unitarias aplicadas em um
ou mais qubits. Nesta secao, essas portas légicas sao apresentadas em
detalhes.

3.4.1 Portas Légicas de 1 Qubit

Estas portas logicas atuam em 1 qubit apenas. Sao descritas por ma-
trizes unitarias 2 x 2. As portas légicas apresentadas nesse topico sao as
portas X, Y e Z de Pauli (também denotadas por o, o, € o, respectiva-
mente), a porta H de Hadamard, a porta de fase ou porta S e a porta g
ou porta T.
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Porta X de Pauli ou NOT Quéantica

A porta X de Pauli é a operacao unitaria de 1 qubit que, na base
computacional, é representada pela matriz de Pauli X = o,. Algumas
informacoes dessa porta estao resumidas na figura abaixo.

Simbolo Matriz Comportamento
X10)=11)
0 1
X[l o} X 1) =10)
X —_
= X [b) = [p)
—D— Notagao alternativa b=0,1 ; b=NOT(?)
X|+) =+
X =0,
X[7) =)

Figura 3.8: Porta X ou NOT quéantica.

Porta Y de Pauli

A porta Y de Pauli é a operagao unitaria de 1 qubit que, na base
computacional, é representada pela matriz de Pauli ¥ = o,. Algumas
informacoes dessa porta estao dispostas abaixo.

Simbolo Matriz Comportamento
0 Y|0) =4|1)
Y = L 0} Y1) =—i|0)

V] Y |b) = (j1)b¢ |b)

Notacao alternativa b=0.1; b=NOT(b)

. Y |4) = —i|-)
Y=o Y |-) = i|+)

Figura 3.9: Porta Y.

Porta Z de Pauli

A porta Z de Pauli é a operacao unitaria de 1 qubit que é representada
na base computacional pela matriz de Pauli Z = ¢,. Essa porta introduz



3.4. Portas Légicas Quanticas 67

uma fase relativa de 7, o que corresponde a multiplicar o |1) por —1 = ¢'™,
como se pode observar no quadro a seguir.

Simbolo Matriz Comportamento
Z10) = 10)
1 0
2=y Z|1) = -

Z|b) = (-1)"b)
0,1

Notacao alternativa

Z =0,

Figura 3.10: Porta Z.

Porta Hadamard

A porta de Hadamard é uma operacao unitaria de 1 qubit representada
na base computacional pela matriz de Hadamard H. Essa matriz, definida
abaixo, também realiza mudanga de base de Z = {|0),]1) } para X =
{1+),]-) } e vice-versa, como visto no exemplo

Simbolo Matriz Comportamento
H10) = |+)
HIl) = |-
. T v2l -1
H|+) = 0)
H|=)=11)

Figura 3.11: Porta de Hadamard.

Porta de Fase ou Porta S

A porta S introduz uma fase relativa de § no qubit em que atua,

levando um estado @ |0) 4+ b|1) em um estado a [0) +ib|1), j& que i = e'%.
Os detalhes pertinentes a essa porta logica estao dispostos abaixo.
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Simbolo Matriz Comportamento

o $10) = [0)
5] 5= [o J SI1) =i |1)
Figura 3.12: Porta de fase ou porta S.

Porta T ou Porta %

A porta T', também conhecida como porta g, é uma porta légica que

introduz uma fase relativa de 7, levando um estado a[0) +b|1) em a |0) +
etih|1).
O nome § dessa porta se deve ao fato de poder ser escrita na forma

i G_i%
T =¢'8 0 ei% .

Isso significa que, a menos de uma fase global, essa operacgao realiza uma

mudanga de fase de +% no estado |0) e de —% no estado [1).

Simbolo Matriz Comportamento

_ |t T10) = 0)
7] = {o eil} T|1) = €% |1)
Figura 3.13: Porta g ou porta T

Porta de Fase 0

A porta de fase pode ser generalizada para uma fase arbitraria 6. Nesse
caso, a aplicacao dessa porta, denotada por S(6) leva um estado a [0)+b|1)
em a |0) + e?b|1). A matriz que realiza isso é mostrada a seguir.

Simbolo Matriz Comportamento
_|t o 510) = 10)
50) = [0 ew] S11) = ¢t |1)
Figura 3.14: Porta de fase S(6).

Como casos particulares, tem-se

Z=S(). S=5(5) e T=5(%).
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3.4.2 Portas Légicas de 2 Qubits

As portas logicas de 2 qubits sdo realizadas por matrizes unitdrias 4 x
4. As principais operagoes sao CNOT (NOT controlada), Z controlada e
SWAP, descritas abaixo.

Porta CNOT

A porta CNOT, ou NOT controlada, é uma porta de 2 qubits em que
um deles exerce a funcao de controle e o outro, a de alvo. Em geral, quando
nao especificado, o primeiro qubit é o controle e o segundo, o alvo. Se o
qubit de controle for |0), nada acontece com o qubit alvo. Se o controle
for |1), a porta NOT quéntica (porta X de Pauli) é aplicada ao alvo:

CNOT|O>1 |1>2 = ‘0>1 ‘1>2 , CNOT |1>1 |0>2 =X |1>1 |0>2 = |1>1 |1>2 :

Esse comportamento é andlogo a entrada “enable” em circuitos digitais
cléssicos, que permite a acao do circuito se estd habilitada em 1, ou nada
acontece, se o enable é 0. A novidade na Computagdo Quéntica é que a
entrada de controle é um qubit e pode, portanto, se encontrar em uma
superposicao de estados, como %. A aplicagao da porta CNOT, em
casos como esse, ficaria

0), +11) 1

\/5 ! |1>2:

CNOT (CNOT[0), |1), + CNOT [1), [1),)

S

2

1

2(\0>1\1>2+|1>1|O>2) :

Sl

A porta CNOT tem suas informagoes resumidas no quadro abaixo.
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Simbolo Matriz Comportamento
CNQT |00) = |00)
CNOT|01) = |01)
CNOT|10) = |11)
P CNOT |11) = |10)
1 0 0 0
— D

O
—
o
e}

CNOT |0b) = |0b)
CNOT [1b) = |1b)
b=0,1 ; b=NOT(b)

CNOT =

(V)

[ )
O =

CNOT |a,b) = |a,a ® b)
a,b=0,1
®=XOR=adi¢ao mod 2

Figura 3.15: Porta CNOT.

A porta CNOT também pode aparecer com o controle no segundo qubit
e alvo no primeiro qubit. Nesse caso, podem ser usados indices no simbolo
CNOT para especificar o controle e o alvo em situagoes mais especificas.
Por exemplo:

CNOT; 5 -
(= cNoT) —D—
CNOT,, P

e

Uma notacao semelhante pode ser usada em outras portas controladas
para especificar o qubit de controle e o de alvo.

Porta Z Controlada

A porta Z controlada também atua em 2 qubits, um deles com funcao
de controle e o outro, de alvo. Se o controle (o primeiro qubit) for |0),
o alvo (segundo qubit) ndo se modifica, e se o controle for |1), aplica-se
uma porta Z de Pauli ao alvo, como se pode ver no quadro a seguir. Se
os qubits estiverem em superposicao, basta usar a linearidade do operador
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CZ e atuar em cada estado da base computacional isoladamente:

[0), + |1) 1
CZlTl 1)y = E(CZ 0); [1), + CZ 1), |1>2)
1
= ﬁ( 10)1 1)y — (1) |1>2) :
Simbolo Matriz Comportamento
CZ100) = |00)
CZ101) = |01)
1 0 0 O CZ|10) = |10)
i {01 0 0 CZ|11) = —|11)
CZ = 0O 01 O
00 0 -1 CZ|0b) = |0b)
CZ|1b) = Z2|1b) = |1) (Z |b))
b=0,1

Figura 3.16: Porta Z controlada.

Porta SWAP
A porta SWAP troca o estado de dois qubits, levando |¢) [¢) em 1) |¢).

Simbolo Matriz Comportamento
SWAP |00) = |00)
100 0 SWAP |01) = |10)
D010 SWAP |10) = |01)
I SWAP = 010 0 SWAP |11) = |11)
) 0 0 1

SWAP |ab) = |ba)
a,b=0,1

Figura 3.17: Porta SWAP.

3.4.3 Portas Légicas de 3 Qubits

As principais operagbes em 3 qubits sdo as portas Toffoli, também
conhecida por CCNOT (CNOT controlada), e Fredkin, ou CSWAP (SWAP
controlada).



72 Capitulo 3. Computagdo Quantica

Porta Toffoli ou CCNOT

A porta Toffoli é uma operagao linear que envolve 3 qubits. Dois deles
funcionam como controle e um, como alvo. O alvo s6 é modificado (pela
aplicagao da porta X) se o estado dos dois controles for |1)[1).

Simbolo Matriz Comportamento
CCNOT |00c) = |00c)
CCNOT |01c¢) = |01c)
[1 0 0 0 0 0 0 0] CCNOT [10¢) = |10¢)
001000000 CCNOT|11¢) = [112)
e 001 00O U0 0 01 5 BNOT(e)
00 010000
T 000071000
—D— 00000 T1TU0 0 CCNOT |a, b, c)
000O0O0GO0O0 1 = |a,b,(a-b) & c)
[0 000 00 1 0f a,b,c=0,1
. =AND

®=XOR=adigdo mod 2

Figura 3.18: Porta Toffoli ou CCNOT (CNOT controlada).

Novamente, quando nao houver outra indicagao, os qubits de controle
sao o primeiro e o segundo, e o alvo é o terceiro qubit. Pode-se especificar
os qubits de controle e de alvo por meio de indices, como por exemplo:

e
CCNOT17273 ——
(= ceNoT) ——
—
CCNOTLg’Q 4697
e

Porta Fredkin ou CSWAP

A porta de Fredkin possui um qubit de controle e dois alvos. Se o
controle for |1), uma porta SWAP atua nos alvos.
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Simbolo Matriz Comportamento

10 0 0 0 0 0 O]
01 0 0 O 0 ¢
ARG CSWAP |0bc) = |0be)

' ( CSWAP |1bc) = |1cb)

b,c=0,1

0 0 0 1
— 0 0 00 1 0
e 0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 O
0 0 0 O

(

0
0
0
0
0
0

( ,
i 0 0 0 1]

Figura 3.19: Porta Fredkin ou CSWAP (SWAP controlada).

3.5 Identidades de Circuitos

Esta secao reune algumas propriedades das portas légicas quanticas
vistas anteriormente. Também sao apresentadas identidades tteis para se
manipular circuitos quanticos.

Proposigao 3.3 (Identidades para as matrizes de Pauli). Valem as se-
guintes relagoes para as matrizes de Pauli X, Y e Z.

X2=17 XY =iz
Y2=1 YZ =iX
Z? =1 ZX =iY

Demonstracdo. A prova se dé por célculo direto.

XX= (931100 =(%=1 XY= 3]=[%] =iz
vy =[0G =0 =T  YZ=[g][b ] =195 =X
22=(3 )3 %]=U0=1  zx=[88]104=[08)=iv

O

Proposicao 3.4 (Matrizes de Pauli na base |+),|—)). Fazendo-se a mu-
danga de base de |0),|1) para |+),|—) por meio da matriz H, obtém-se
para as matrizes de Pauli:

HXH =17
HYH =-Y
HZH =X

Portanto, na nova base |+) ,|—), a matriz do operador X € Z, a matriz de
Y é-Y eamatrizde Z é X.
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Demonstragao.
HXH = B[ 4110850 4] =30 400 7]
SHCARIE R
HYH = S5[1 41001500 A ) =50 A5
=3[0 =-[I7]=-Y
HzH = 51 L]l A)m0 Al =50 A 4]
31331 =105]=X

Proposicao 3.5. A porta de Hadamard é sua propria inversa.
H?>=1

Demonstracdo. Pode-se verificar fazendo a conta com matrizes direta-
mente.

HH = 51 4] 51 4] =39 =1

Outra maneira de se verificar isso é perceber que H é hermitiana (HT = H)
e unitéria (H~' = H'), de forma que H~! = Hf = H.

O
Proposicao 3.6 (Relagdo entre as portas S e T'). Vale que:
° =S
Demonstracdo. T? = “ eio%} [1 eio%} = “ 61-0%] ==[1{9]=S O

Proposigao 3.7. As portas CNOT e SWAP sdo suas proprias inversas.
CNOT? =1 SWAP? =T

Demonstrag¢ao. Ambas operagdes sdo hermitianas (em particular, sdo ma-
trizes de coeficientes reais e simétricas) e unitdrias (as colunas sdo vetores
ortonormais), portanto vale o mesmo argumento dado para H:

CNOT' = CNOT , CNOT~! = CNOT CNOT ™! = ONOT = CNOT
_—
SWAP! = SWAP , SWAP ! = SWAP' SWAP™! = SWAP' = SWAP

O
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Proposicao 3.8. E possivel intercambiar alvo e controle na porta Z con-

trolada.

Demonstracdo. Para mostrar que dois operadores sao iguais, basta verifi-
car que fornecem mesmo resultado nos vetores da base computacional.

00) <22 j00)

o1y €22 o1y

10y 22 2,110y = |10)

iy 2z =)
00) <724 jo0)

01) <24z j01) = |o1)

oy <24 |10

1)y 2Nz = -1 .

Isso implica igualdade entre os operadores CZ; 2 e CZs ;. O]

Proposigao 3.9. A porta CNOT pode ser obtida usando-se uma porta Z
controlada:

—o—

Demonstrac¢ao. Os dois circuitos representam operadores lineares em 2 qu-
bits. B suficiente, pois, verificar que o comportamento dos dois circuitos
é 0 mesmo na base computacional, pois as transformagoes lineares sao es-
pecificadas de forma tnica por seu resultado em uma base qualquer (ver
secao |1.3.4). Nesta demonstragao, também serao usadas as propriedades
HH =1e HZH = X, verificadas nas proposicoes e

De fato, analisando o efeito do circuito para os vetores da base compu-
tacional, obtém-se o seguinte. Seja b = 0,1. Se o primeiro qubit for |0), a
porta Z controlada nao surtira efeito no segundo qubit, de forma que

|¢f>1,2 = HyH> ‘0b> =1 |0b> = ‘0b> .
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Se o primeiro qubit for |1), a porta Z controlada atuard, resultando em
|¢f>1,2 = HyZ>H> [1b) = X5 |1b) = |1E> :

O efeito final para esses vetores da base é o mesmo que o de uma porta
CNOT, dessa forma, os dois circuitos do enunciado sao equivalentes. [J

Proposigao 3.10. A porta SWAP pode ser construida por 8 portas CNOT:

N R N N
N N N

N
A\

N VAAN e
A\ A\

Demonstracdo. Verificando a primeira igualdade nos vetores da base com-

putacional:
100) CNOT; 2 100) CNOT5 ; 00) CNOT; » 100)
101) CNOT; 2 101) CNOT3 ; 1) CNOT; 2 110)
|10> CNOTLQ |11> CNOT2’1 ‘01> CNOTLZ ‘01>
|11> CNOTLQ |10> CNOTQJ ‘10> CNOTLQ ‘11>

Verificando a segunda igualdade nos vetores da base computacional:

|OO> CNOT2,1 |00> CNOT} 2 ‘00> CNOT3,1 ‘00>
|01> CNOTQJ |11> CNOTl’Q ‘10> CNOTQJ ‘10>
|10> CNOTQ,I |10> CNOTl’Q ‘11> CNOTQJ ‘01>
|11> CNOT3,1 |01> CNOT; 2 ‘01> CNOT3 ; ‘11>

Percebe-se, entao, que o efeito dessas sequéncias de portas CNOT é o
mesmo de uma porta SWAP. O

Proposicao 3.11. Dependendo da base considerada, os papeis de controle
e alvo da porta CNOT se invertem. Mais precisamente, vale a sequinte
tqualdade de circuitos:

—rl-eH{n- —t
- —o—
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Demonstracdo. Primeiramente, perceba que o efeito da porta Hadamard
é de mudanca de base saindo de Z = {[0),[1) } para X = {|+),|-) } e
vice versa, portanto para 2 qubits vale:

HiH>

|00) —_— |++> \00)
01) S o) S o) "
1oy gy M)
i1y ey Mgy

Aplicando-se CNOT,; & base X @ X = { |[++),[+—),|—+),|-—) }
obtém-se que:

1
CNOTz,1 |[++) = CNOTz,r( |00) + [01) + [10) + [11))

CNOT3,1 [00) + CNOT2,1 |01) + CNOT3,; [10) + CNOT4,1 |11) )

(
(100) + [11) + [10) + [01) )
(10) ([0) +[1)) +[1) (|0) +[1))

Y TR I Y

(10) + [1)(0) + 1)) = [++)

CNOTgz,1 |+—) = CNOTs,1 = (|00> |01) + [10) — [11))

(CNOT2,1 [00) — CNOT3,1 [01) + CNOT2,1 [10) — CNOT31 [11))
(100) — [11) + [10) — [01) )

(10) (] 1)) + 1) (o) — 1))

(10) + )0} = [1)) = [+=)

N DN =N = N -

CNOT5 1 |- +) = CNOT,, 11( 100) + [01) — [10) — [11))

(CNOTQ 1]00) + CNOT32,; |01) — CNOTz2,1 [10) — CNOT2; [11))
(100) + [11) — [10) — [01) )

(1o)( — (1) ([0) = 11))

(10) = 1) (10) = [1)) = [-=)

N DN =N = N -
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CNOTZlk"ﬁ::CNOT@ll(m0>—Mn)—\H»+ﬂln)
= %(CNOTQ 1]00) — CNOT45,1 |01) — CNOT42,1|10) + CNOT2,1 |11>)
1
= 5(\00 |11) — |10) + |01))
1
= 5(10) (10) +[1)) = 1) (|0) + [1))
1
= 500 = 1)(0) +[1)) = |=+) .

Pode-se resumir o resultado dessas contas na seguinte expressao:

CNOT, - +:
|—b) ———— |+b) -

IIFM

-

-

()
+

Isto é, a porta CNOT3; atuando na base X ® X tem o mesmo efeito da
porta CNOT} 5 atuando na base Z®Z, substituindo-se 0 por + e 1 por —.

Portanto, usando-se () e (4)), o circuito da esquerda do enunciado da

proposicao fornece

H,{Hoy CNOTQ)l
i, 2

|00) |++) [4++

jory o) S

10) ) SO |
NOT

iy B o) -+

resultando no mesmo efeito de uma CNOT ».

—= ]00)
e o1)
RUEENTY)
Mftz, - 10)

Proposigao 3.12. E’possz’vel implementar uma CNOT com alvo e controle

distantes com CNOTs entre qubits adjacentes.

P
N
P
&
|

a
U
a
U

Demonstra¢do. Sejam a,b,c = 0, 1.

e

Aplicando a sequéncia de CNOTs
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adjacentes mostradas no enunciado da proposicao, obtém-se:

CNOTgyg
_

ja,b, ¢) la,b,b 6 )

CNO
NOTa, la,a ®b,bd c)

CNOTs5 -
e, la,a®b,aBbBbDc)

= |la,a®b,a®dc)

CNOTLQ
—S |a,a®a®ba®c)

= |a,a®a®b,adc)=CNOTy3la,b,c) .
Isso prova a igualdade de circuitos apresentada no enunciado. O

Proposicao 3.13 (Identidades envolvendo CNOT e matrizes de Pauli).
Considere a porta CNOT com controle no qubit 1 e alvo no qubit 2. Valem
as sequintes identidades de circuitos:

CNOT X; CNOT = X; X»
CNOT Y; CNOT = Y1 X,
CNOT Z; CNOT = Z;
CNOT X, CNOT = X,
CNOT Y, CNOT = Z,Ys,
CNOT Z, CNOT = Z, 2 .

Graficamente, as igualdades ficam:

X _ X _

S—0 X -
Ratin aliiaidy _ 2k
S— bl
N N 13

Demonstra¢ao. A prova dessas igualdades é essencialmente verificar que
os circuitos tém o mesmo efeito na base computacional.



Capitulo 3. Computagdo Quantica

80

CNOT X; CNOT = X1 X,
o) % o) En ) S |18) = X0 X2 |0b)
CROT, 10B) = X1 X, [1)

ey L ey X jop) SEOL

CNOT X5 CNOT = X,
op) ML jopy X o) L |ob) = Xo |ob)
ey L 1y X ) L |1B) = X 1)

CNOT Y; CNOT = Y; X,
ST o) I i) SE2N ]1b) = Vi X |0b)
CROT, i |0b) = Y1 X |10)

|0b)
by L 1) i) L
CNOT Y, CNOT = Z,Y;
o) O qony 2 (—1bifop) O (<1)%[0b) = Z, Yz |0b)
ey L 1) B —(—vin) RO (<1)bi[1B) = Z1Ys [10)
Observagao: pode-se escrever Y [b) = (—1)% |b) e YV |b) = —(—1)"3 |b).
CNOT Z; CNOT = Z;
by NN jony 2 jony 9N job) = Zy |ob)
ey S5 ) s —py SS9 1) = 20 (1)
CNOT Z, CNOT = Z,7Z,
ob) 9T jony 2 (—nvjon) S9N (—1)b|ob) = 2, Z, |0b)
ey NOL by 2 (- |ib) RO (1) (1) = 212, 1b)
Observagao: pode-se escrever Z |b) = (—1)°[b) e Z [b) = —(—1)"|b).

Dessa forma, os circuitos do enunciado tém o mesmo resultado na base
computacional, e, portanto, sdo equivalentes. ]
Proposigao 3.14. As portas Toffoli e Fredkin sdo suas préprias inversas.

CCNOT 2 =17 CSWAP? =

Demonstrag¢ao. Analoga a prova da proposicao [3.7
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Proposicao 3.15. A porta Fredkin pode ser obtida com 3 portas Toffoli:

R . S ———
Fany — N
A
Fany Fany
AN \>

Demonstracdo. Basta verificar a igualdade para os vetores da base com-
putacional. Sejam b,¢ =0, 1.

Para os vetores da forma |0bc), a sequéncia de portas Toffoli ndo afeta
o vetor. O resultado continua sendo |0bc) pois s6 hd modificagdo quando o
AND dos controles for 1 (o que ndo ocorre em nenhuma das portas Toffoli
nesse ¢aso).

J& para os vetores da forma |1bc), as portas Toffoli se ativam depen-
dendo do valor de b e ¢. O comportamento das portas Toffoli fica se-
melhante ao das portas CNOT da proposicao [3.10] nesse caso em que o
primeiro qubit se encontra no estado |1). E esse comportamento, pela
referida proposicao, é o mesmo de uma porta SWAP.

E possivel perceber, portanto, que o conjunto de portas Toffoli no enun-
ciado funcionam como um SWAP controlado (isto ¢, uma porta Fredkin):
quando o primeiro qubit é |0), nada acontece, e quando o primeiro qubit
é |1), os dois tltimos sofrem um efeito igual & aplicagdo de uma porta
SWAP. Logo, verifica-se a equivaléncia dos circuitos no enunciado da pro-
posicao. [

Proposigao 3.16 (Construgao da porta Toffoli). A porta Toffoli pode ser
obtida pela sequinte combinacdo de portas logicas de 1 e 2 qubits:

e i
—— = S @—E
-

Demonstracao. Pode-se verificar essa construcao avaliando o efeito nos

elementos da base computacional. Sejam b,c =0, 1.
Caso o primeiro qubit seja |0), o circuito simplifica-se para:

— 0)
Fe=e Tt HTTHSE = — b
| b_T [b)
ﬁﬂp,o{@II — 19
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Algumas simplificacoes estao destacadas nas figuras e correspondem a:
T0)=10) , CNOT*=1, TT' =1, T'T'S = (T")*1* =1, HH=1T.

Agora serd checado o caso em que os dois primeiros qubits sao |10).
Nesse caso, o circuito original reduz-se a:

T U U i iz
o - : s} = — T

As simphﬁcagoes utilizadas foram:

T[1) = €% |1)

tyt _ |1 [0 1]t o0
SXTXT_[O J 1 0Jlo e’

=]

%

Il
—
O =

[«

e T
—{0 z} 0 e—il]_e +s

HTXT'TXT'H = HTXXT'H=HTT'H=HH =1 .

O estado ao final do circuito é

(e'T 1)) @ (75 10)) @ |c) = [10c) .

Resta verificar o caso em que os dois primeiros qubits sdo |11). Nesse
caso, o circuito se reduz a:

=l o
N = == LT — €'4 1)
\1) LTT = Jeizgh = — e iE |

Novaumente7 as simplificacoes realizadas sao:
TI1) =€'d 1)
SXTHXTT|1) = e P55 |1) = ie™'7 |1)

B I |
O

=3l A
b Sl

TXTIX =

H(TXTTX)(TXT'X)H

[\

l\‘)\l—\
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e o estado final é
(@) ® (T 1) © (i) = [118) |

Termina, portanto, a verificacdo de que o circuito do enunciado realiza
uma porta Toffoli. O

3.6 Universalidade das Portas Légicas
Quanticas

E util saber se que conjuntos de portas légicas quanticas permite repro-
duzir qualquer operagao unitaria U em n qubits. Essa questao é conhecida
como uniwersalidade de um conjunto de portas légicas quanticas. A uni-
versalidade pode ter um sentido estrito — isto é, uma operacao U qualquer
pode ser implementada exatamente com um ntmero finito portas logi-
cas — ou um sentido amplo — isto é, a operacao U pode ser aproximada,
permitindo-se um erro € arbitrado, por uma sequéncia finita de portas
légicas (cujo ntimero é fungéo do erro € méximo estipulado).

3.6.1 Universalidade de Portas Logicas na
Computagao Classica Reversivel

A universalidade na Computacao Classica Nao-Reversivel estd essenci-
almente decidida nos teoremas e da segdo Esses teoremas
dizem que qualquer fungao booleana f: {0,1}™ — {0,1}" pode ser reali-
zada por portas NOT e AND, por portas NOT e OR ou apenas por portas
NAND (e em todos os casos, acrescenta-se implicitamente as portas SWAP
e FANOUT/COPY).

Na Computagao Classica Reversivel, em que as fungoes booleanas tém
o mesmo numero de bits na entrada e saida, e as portas légicas sao re-
versiveis (isto é, conhecendo-se a saida, é possivel determinar a entrada
que a originou). As portas légicas NOT, CNOT, SWAP, Toffoli e Fredkin,
quando trabalhando apenas com bits e nao qubits, sao exemplos de portas
l6gicas classicas reversiveis.

Teorema 3.17. A porta Toffoli é universal para a Computacdo Cldssica.

Demonstragao. E possivel realizar as portas NOT e AND utilizando a
porta Toffoli e acrescentando alquns bits de trabalho (bits com valor fixado
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em 0 ou 1 dependendo da necessidade).

AND NOT COPY/FANOUT SWAP
x x x x x 1
Yy 1 1 x b = % Yy
0 Ty 1 z 0 z Y DD T
Com isso, um circuito booleano qualquer pode ser realizado apenas com portas
Toffoli ignorando-se bits extra (“lixo”). O

Teorema 3.18. A porta Fredkin é universal para a Computacdo Cldssica.

Demonstracdo. Da mesma forma como para a porta Toffoli, é possivel
realizar as portas NOT e AND utilizando a porta Fredkin e acrescentando
alquns bits de trabalho.

AND NOT COPY/FANOUT SWAP

x x x x 1
0 Z-y 0 0 x Yy x

Com isso, um circuito booleano qualquer pode ser realizado apenas com portas
Fredkin ignorando-se bits extra (“lixo”). O

Observagao 3.19. O prego a se pagar, na Computacao Classica, para que
a computagdo seja reversivel é o uso de bits de trabalho (ancilla bits)
e producao de bits “lixo” (garbage bits). Em [15] (capitul(ﬂ 6, p.12-15)
verifica-se a universalidade do conjunto de portas reversiveis Toffoli e NOT
para a Computagao Classica Reversivel usando-se apenas 1 bit de trabalho.

Observagdo 3.20. Na referéncia [15] (capl’tuldIl 6, p.11-12) encontra-se uma
demonstracao de que as portas classicas reversiveis de 1 e 2 bits nao podem
formar um conjunto universal.

3.6.2 Universalidade de Portas Légicas na
Computacao Quantica

Como as portas Toffoli e Fredkin da Computagao Classica tém analogos
quanticos, e tendo em vista a universalidade dessas portas na Computa-
¢ao Classica, tem-se que a Computagao Quéntica engloba a Computacao
Cléassica quando langa-se mao de qubits de trabalho e ignoram-se os qubits
“lixo” (]2], p.122).

1Disponivel no link:
http://www.theory.caltech.edu/people/preskill/ph229/notes/chap6.pdf
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E possivel verificar que, para a Computacao Quantica, todas as por-
tas légicas de 1 qubit e a porta CNOT formam um conjunto universal no
sentido estrito (ou seja, capaz de produzir exatamente, em principio, qual-
quer transformacao unitéria) (|2], p.119-124), o que ja néo ocorre com a
Computagao Clédssica Reversivel (conforme final da sec¢ao observacao
3.20)).

O conjunto finito de operacoes X, Y, Z, H, T, S, e CNOT também é
universal, agora no sentido amplo (isto é, capaz apenas de aproximar uma
operagao unitdria geral dentro de uma faixa de erro pré-determinada). Esse
conjunto nao é minimo, pois algumas dessas portas de 1 qubit podem ser
obtidas das demais. Por exemplo: S =T?, Z=HXH =8%Y = —iZX.

As portas légicas quanticas Toffoli e Hadamard formam um conjunto
universal capaz de aproximar qualquer matriz unitaria com coeficientes
reais. Com o uso de um qubit extra, de trabalho, é possivel realizar ope-
ragoes unitarias gerais em funcdo de matrizes unitarias com coeficientes
reais (conforme artigo [1], p.2-3).

O assunto de universalidade de portas logicas quanticas estd em desen-
volvimento. N&o se conhece um algoritmo ou método eficiente capaz de
decompor uma matriz unitaria U em fatores de um dado conjunto univer-
sal. A maioria dos conjuntos finitos que foram provados universais tém
suas demonstragoes baseadas em argumentos de existéncia: mostra-se que
existe uma sequéncia de portas que aproxima dentro de um erro dado a
porta U, mas nao se sabe como encontrar essa aproximacao. Para a univer-
salidade de todas as portas de 1 qubit mais a CNOT, a prova é construtiva
(12], p-119-124), mas recorre & disponibilidade de qualquer porta de 1 qubit,
além de nao ser eficiente em geral (isto é, requerer um ntimero de portas
légicas exponencial no niimero de qubits n).

3.7 Teorema da Nao-Clonagem

Um bit classico pode ser copiado para servir como entrada em diversas
partes de um circuito digital classico.
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Cout

Figura 3.20: Exemplo de como um bit classico pode ser usado em mais de
uma porta légica. As ramificagoes, simbolizadas por e, significam criacao
de cépias do bit.

Pode-se pensar nesse comportamento em termos da porta légica classica
COPY que devolve & safda duas (ou mais) c¢épias do bit de entrada.

b — COPY — b

Figura 3.21: Exemplo de fun¢ao booleana f(b) = (b,b,b), que transforma
1 bit de entrada b em 3 cépias de b a saida.

Como na Computacdao Quantica, o andlogo das portas légicas seriam
as operagoes unitarias sobre qubits, poderia-se cogitar a existéncia de uma
porta logica quantica de 2 qubits que tivesse como entrada um qubit num
estado |[¢)) qualquer, a ser copiado, (e outra entrada |0) para completar 2
entradas) e devolvesse 2 qubits no estado [¢), como ilustrado na figura a
seguir.

) — — |¢)
COPY

0) — — )

Figura 3.22: Proposta de porta léogica quantica que copiaria o estado do
qubit |¢) e devolveria 2 qubits no mesmo estado.

No entanto, o chamado Teorema da Nao Clonagem informa que nao
existe uma operagao unitaria capaz de efetuar essa operagao para qualquer
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estado [¢)) de entrada. Desse modo, a cépia de bits ndo possui andlogo na
Computacao Quantica.

Teorema 3.21 (Teorema da Nao Clonagem). Ndo existe uma opera¢do
unitdria que permita copiar o estado de 1 qubit em 2 (ou mais) qubits. Isto
é, ndo existe operacao unitdria U que satisfaca, para todo estado |¢) de 1
qubit, o sequinte:

) — = 1)
0) 4 — &)

Demonstragao. A prova se da por redugao ao absurdo. Seja U uma tal
operagdo unitdria, satisfazendo U |¢) |0) = |¢) [¢) para todo estado |¢))

com [[[¢)]| = 1.
Considere os estados de 1 qubit |1) e |[+). Tem-se que

— (1)1

_ 0) + 1) «

a5 "
1

Por outro lado, como U ¢ unitaria, também vale que

(10[+0), 5 = (10, 5 Ut [4+0)1 o
= <11|1,2 ‘++>1,2

= (1) (1) (+)
1 1
V2 V2
Comparando () e (xx*), tem-se que % = % . %, 0 que nao pode ocorrer.
Portanto a hipétese de que existe U como descrito acima é falsa. O

E possivel generalizar essa demonstragao para mostrar que nao existe
operagao unitdria U tal que U |¢) |s) = |¢) |¢) para todo estado [¢), e com
|s) um estado fixo qualquer (|12], p.532).

Apesar de nao ser possivel clonar um estado arbitrario, é possivel copiar
estados na base computacional. De fato, uma porta CNOT ¢ suficiente
para realizar isso.
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Proposicao 3.22 (Clonagem de estados |0) , [1)). O circuito abaizo realiza
a clonagem de estados da base computacional. Se a = 0,1, tem-se:

|a) —o— la)
0) —— la)

Demonstracdo. Segue do comportamento da porta CNOT nos vetores da

base computacional:

CNOT
s

|a) 10) |a) [0® a) = |a) |a) . .



Capitulo

Protocolos e Algoritmos
(Quanticos

Neste capitulo serao abordados alguns protocolos e algoritmos quan-
ticos conhecidos na literatura. Quando possivel, é feita uma comparacao
com os algoritmos cldssicos conhecidos.

4.1 Codificacao Superdensa

A codificacao superdensa é um protocolo que envolve duas partes, Alice
e Boqﬂ que queiram se comunicar trocando bits. Alice quer enviar bits de
mensagem para Bob.

Nao é possivel, classicamente, codificar 2 bits de mensagem em 1 bit
transmitido, j4 que s6 ha 2! = 2 palavras cédigo — as palavras 0 e 1 — e
22 = 4 palavras de mensagem que podem ser enviadas — as palavras 00, 01,
10 e 11. No entanto, é possivel codificar 2 bits de mensagem em 1 qubit
transmitido, e é essa a funcao do circuito de codifica¢ao superdensa.

Uma referéncia para este contetido é [12], se¢ao 2.3, p.97-98.

4.1.1 Visao geral

A codificagdo superdensa envolve o compartilhamento prévio de um

par de qubits emaranhados, no estado de Bell |By) = %. Esse

1Em Teoria da Informacéo e Criptografia Quantica, é uma convencéo técita rotular
os dois lados da comunicagdo por Alice e Bob!

89
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estado independe da mensagem que Alice quer enviar a Bob, e pode ter
sido distribuido por uma fonte externa de pares emaranhados.

Assim, o primeiro qubit estd com Alice e o segundo, com Bob. Alice
pode realizar operagoes em seu qubit em funcao dos bits de mensagem que
ela quer enviar. Apds as operacgoes, ela envia seu qubit a Bob, que passa
a estar em posse dos dois qubits. Bob pode medi-los de maneira a obter
os bits de mensagem.

4.1.2 Circuito

O circuito completo para a codificagao superdensa é representado abaixo.
Seu funcionamento detalhado serd abordado a seguir.

Alice
r- - - - T - - - - - === 7
bo \ \
|
by \ I |
— Xzl = |
[l el 1
Boo) § | = bo
| B L
L___ _ _ _____. T o 1

Figura 4.1: Circuito completo para Codificagao Superdensa. A medicao
na base de Bell pode ser realizada pelo circuito da figura

4.1.3 Funcionamento Detalhado
Setup

Num primeiro momento, Alice e Bob compartilham o estado de Bell

|ﬁoo> = |00>\—%|11> .

Usamos os rétulos A para o primeiro qubit (da Alice) e B para o segundo
qubit (que estd com Bob).

Codificagao - Alice

Se Alice realizar as seguintes operagoes, ela conseguird 4 estados da
base de Bell distintos em fungao dos bits de mensagem.
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Mensagem Operagao Resultado
00 Iy % 1800)
01 Za '01>ﬁ10> = |Bo1)
11 iYa=2ZaX, K210 o g

Tabela 4.1: Tabela de codificacao da mensagem para a Codificagao Super-
densa.

Observa-se que ZX = iY pela identidade de circuitos dada na proposi-
(;50 Os estados de Bell |500), |Bo1), |B10) € |B11) formam uma base para
o espago de 2 qubits (segao . Observa-se também que, se a mensagem
é boby, entao quando by = 1 aplica-se X 4 e quando by = 1, aplica-se Z4.
Dessa forma, para todos os valores da mensagem bgb;, pode-se escrever a
operagao no qubit A por Z :(’X ,f !. Portanto, a operacdo que Alice deve
fazer em seu qubit pode ser representada pelo seguinte circuito controlado
por cbits:

by

7z enviar para Bob

Figura 4.2: Operagoes que Alice deve fazer em seu qubit antes de envia-lo
para Bob. O circuito realiza a operacao ZXUXXI.

Decodificagao - Bob

Alice envia, entdo, seu qubit a Bob, que realiza uma medida na base
de Bell. Bob consegue distinguir em qual estado o par de qubits se encon-
tra com essa medida, e, consequentemente, consegue saber quais bits de
mensagem foram enviados: se o resultado for |Bp.p, ), entdo a mensagem é
boby .

A medic¢do na base de Bell pode ser realizada em func¢do da medicao
na base computacional pelo seguinte circuito:
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= ‘Bbob1>

Figura 4.3: Circuito para medicao na base de Bell B. Esta é a agao que
Bob deve tomar ao receber o qubit de Alice.

. @ba i A= b
bob1

4.2 Circuito de Teletransporte

O circuito de teletransporte também envolve duas partes, chamadas de
Alice e Bob, como de costume. Dessa vez, Alice estd em posse de um qubit
|1} cujo estado lhe é desconhecido e precisa envid-lo a Bob. No entanto, o
tinico meio de comunicagao entre os dois é um canal classico, por onde sé
é possivel enviar cbits. Pode-se pensar em uma linha telefénica, ou uma
conexao de internet entre os dois, por exemplo, e que os dois estao a uma
grande distancia um do outro. Enviando apenas bits cldssicos, Alice deve
tentar enviar o estado de seu qubit a Bob.

Aparentemente nao seria possivel realizar essa tarefa, pois o estado de
um qubit ) = a |0)4b|1) é definido por dois niimeros complexos a e b, que
demandariam muitos bits para serem representados de maneira satisfatéria
(mas aproximada apenas). Além disso, Alice ndo tem conhecimento sobre
o estado do seu qubit, e uma medida nao seria suficiente para conseguir
encontrar os coeficientes a e b. Seriam necessdrias muitas medidas de
copias do sistema em bases diferentes para se conseguir obter estimativas
das probabilidades de o resultado ser |0) ou |1), e isso nao é possivel de se
fazer quando nao se tem cépias do sistema.

No entanto, se Alice e Bob estiverem compartilhando um par de qubits
emaranhados, a situagio torna-se mais favoravel. O par emaranhado |Bgo)
pode ter sido distribuido previamente, e ndo depende do qubit |1} de Alice.
O circuito de teletransporte faz uso desse par emaranhado para realizar
essa tarefa de enviar o estado de um qubit (nfo conhecido) fazendo-se uso
apenas de um canal classico. O nome “teletransporte” tornou-se popular
para fazer referéncia ao circuito, mas nao é muito adequado. Esse circuito
envia apenas a informagao sobre o estado, nao ocorrendo deslocamento
fisico do qubit em questao.

Uma referéncia para esse circuito pode ser encontrado em [12], se¢éo
1.3.7, p.26-28.
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4.2.1 Visao Geral

Como na codificacao superdensa, o circuito de teletransporte necessita
do compartilhamento prévio de dois qubits emaranhados no estado de Bell
|Boo), que independe do qubit que Alice quer enviar a Bob.

Além desse par compartilhado, Alice tem um qubit em um estado |¢)
desconhecido. Alice realiza determinadas operacoes nos seus dois qubits
e realiza medidas na base computacional. Ao medir seus dois qubits, ela
obtém informagao cldssica (cbits), e envia-as a Bob.

Bob recebe os cbits e, em funcao do resultado, realiza algumas ope-
ragdes em seu qubit (o segundo qubit do par emaranhado compartilhado
previamente). Essas operagoes o ajudam a recuperar o estado do qubit
que Alice queria enviar, completando a tarefa.

Nesse processo, o qubit |1)) de Alice tem seu estado destruido pela
medida, mas reaparece no qubit de Bob por causa do emaranhamento,
restando apenas realizar uma corre¢cao em fungao do resultado da medida
de Alice.

4.2.2 Circuito

O circuito abaixo realiza o teletransporte do estado de 1 qubit de Alice
para Bob utilizando apenas o envio de 2 cbits. O funcionamento detalhado
do Circuito de Teletransporte sera visto adiante.

Alice

e Y a|
) A |

\ b1 |

{ D A |

L] L4

|B00)

r— - === = il

} Xz — )

Lo o ___ a

Bob

Figura 4.4: Circuito de Teletransporte completo.
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4.2.3 Funcionamento Detalhado
Setup

Alice e Bob previamente compartilham o estado de Bell

on) = L

Alice também possui um qubit [)) = a |0) +b|1) em um estado ndo neces-
sariamente conhecido por ela. Sua intencao é que Bob tenha uma “cépia”
do estado desse qubit. Usando-se os rétulos A; e Ay para os qubits de
Alice e B para o de Bob, o estado do sistema completo pode ser escrito
como

[P0) = [¥) 4, 1B00) 4,
= (al0)y, 0104, )75 (1004, 1005 + 110, 1))
2 [0, 1004, 10) 5+ 5 (0D, 110, 1)
1), 10y 00+ 5 1), (1), 11
= (51004, 10}, + 25 1), 10).,) 1005

+ (& 1004, M, + 25104, 100,) 105

Preparacao - Alice

Alice realiza as operacoes CNOT nos dois qubits e Hadamard em A,
e o sistema completo passa a ficar no estado:

|11[}1> = CNOTA1,A2 |7/’0>

= CNOT 4, 4, [ (% 10) 4, 10) 4, + 75 1), \0>A2) 10)5

(51004, 100, + 25 1, 14, 105
— (HONOTA, 4, [0) 4, 10) 4, + L5 CNOT A 1, [1),4,10),4,) 10) 5

+ (GHONOTA, 1, [0}, 114, + 5CONOT A, 1)y, 14, ) 1D
= (251004, 10}, + L5 1104, [1),) 10}

+ (G100, 1, + 5104, 10)4,) 1D
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[v2) = Ha, |¢1)
= Ha, (510)4, 10)4, + 25114, 11)4,) 10)5
+ Hay (551004, Wa, + 25 W4, 10)4,) 11
= (G Ha, [0)4, 1004, + L5Ha, 104, 11)4,) 10) 5
+ (GgHa, 1004, 100, + L5 Hay [1)4,10)4,) 115

= (51004, + 114, ) 1004, + 5(10) 4, = 1), ) 1) 4,) 10) 5
(5010} 4, +11)4,) 114, + 51004, = 11)4, ) 10)4,) 115

= [00) 4, 4, (510) 5 + 5 1) 5) +101) 4, 4, (5 0)p + 5 11)5)
+110) 4,4, (51005 = 511)5) +111) 4 0, (—510)5 + 5

Alice realiza, entao, a medida dos seus dois qubits na base computaci-
onal. Essa medida faz com que o sistema total encontre-se no estado

[93) = [bob1) 4, 4, 1¥3) B
em que o resultado da medida é bpb;. Os qubit que estd com Bob passa a

ficar no estado |¢3) 5, que depende do valor da medida. As op¢oes possiveis
sao listadas na tabela a seguir.

Resultado da medida Estado do qubit B

00 al0) +bl1)
01 b|0) +al1)
10 al0) — bl1)
11 —b[0) +al1)

Tabela 4.2: Possiveis resultados da medicao de Alice para o Circuito de
Teletransporte.

O calculo da primeira linha da tabela é exemplificado a seguir.
Caso o resultado da medida tenha sido 00, o estado do sistema total |)3)
é obtido pela projecao [00)00| 4 4, seguida de uma normalizagao do vetor
resultante. E conveniente lembrar que |a|> +[b|* = 1 pela normalizagao do
estado |¢)) = a0) + b|1) do inicio do algoritmo.

100)(00] 4, 4, [%2) = 100) 4, 4, (£10)5 + 211)5)
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enviar para Bob

o

A\
=

[y

Figura 4.5: Alice realiza operagbes em seus qubits e envia informacao
classica para Bob. O estado do qubit que ela deseja enviar se perde no
processo de medigao.

[1b2) =
a 2 2
517+ 131
_100) 4,4, (51005 + 5 11) )
3y/lal” + [bf*

= |OO>A1A2 (al0)p +b[1)p) -

Os outros estados da tabela sao obtidos com contas similares.

Agora, Alice pode enviar o resultado da medida para Bob e o qubit em
posse dele ficara no estado correspondente na tabela

Processamento final - Bob

Nesse ponto, Bob ja tem conhecimento do resultado da medida de Alice
e o estado do seu qubit corresponde & entrada correspondente na tabela[£.2]
Para recuperar o estado a |0)+b|1), Bob deve fazer algumas operagoes para
corrigir o estado do seu qubit, em funcgao do valor da medida informado a
ele.

Se a medida for 00, seu qubit estd em «|0) + b|1) e nada precisa ser
feito. Se a medida resultou em 01, seu qubit estd em b |0) +a |1); nesse caso,
é possivel perceber que a porta X fornece novamente o estado desejado
b|1) + a]0). Considerando-se todos os resultados possiveis da medida,
monta-se a correcao necessaria para cada caso.
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bo

b
! I

Z ¥)

Figura 4.6: Bob recebe os bits enviados por Alice e, em fun¢do dos valores
recebidos, realiza um processamento final em seu qubit, recuperando o
estado |¢) que Alice tinha e que pretendia enviar.

Medida Estado do qubit B Aplicar operacoes Estado final

00 al0) +b]|1) Ip a0y +0|1) = |v¥)
01 b10) + a|l) Xp al0) +b|1) = |¢)
10 al0) —b|1) Zp al0) +b|1) = |¢)

Tabela 4.3: Corregoes aplicadas por Bob para obter o estado original do
qubit de Alice no Circuito de Teletransporte.

Essas operagoes, como na codificagao superdensa, podem ser resumidas
na operagao controlada classicamente Z2 X 5, em que byb; é o resultado
da medida. Dessa forma, pode-se representar o processamento de Bob pelo
circuito a seguir.

Com isso, independente do resultado da medida, Bob tem, ao final, o
estado |¢) que Alice queria transmitir.

4.3 Oraculos Quanticos

Os ordculos sdo fungdes booleanas f: {0,1}"™ — {0,1} consideradas
como “caixas pretas”. Dado um vetor de bits x, o ordculo classico for-
nece f(x). Alguns problemas computacionais sdo escritos em termos de
oraculos, como o problema de Deutsch-Jozsa, o problema de Simon e o
problema de busca de Grover. Para abordar esses problemas, é necessa-
rio definir uma versado quantica desse oraculo, o que serd abordado nesta
secao.

H& duas maneiras de se escrever um andlogo quéantico ao oraculo clas-
sico: o ordculo XOR e o ordculo de fase.
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4.3.1 Oraculo XOR

O ordculo XOR é uma operacao unitaria que realiza a fungao booleana
f por meio de um bit extra, que sinaliza as entradas em que f vale 1.

) — )
B) be f(x))

Figura 4.7: Oréculo quantico XOR. O comportamento na base compu-
tacional estd descrito no circuito. O rétulo n no primeiro fio representa
n qubits. O controle inverte o n + 1-ésimo qubit quando os n primeiros
qubits |z) da entrada cumprem f(z) = 1.

—

12) ﬂh 2)
0) —[0— /()

Figura 4.8: Oraculo quantico XOR. Comportamento quando |b) = |0) e
quando |z) é vetor da base computacional.

O ordculo XOR pode ser generalizado para fungoes f: {0,1}" — {0,1}"
ou, ainda, para funcées f: {0,1}™ — {0, 1}™.

n

) )
ly) —f v & f(x))

Figura 4.9: Ordculo quantico XOR para fung¢des booleanas com entradas
de n bits e saidas de m bits. A operacao @ é a XOR realizada bit a bit.

4.3.2 Oraculo de Fase

O ordculo de fase é uma operagao unitaria que sinaliza as entradas em
que f vale 1 introduzindo uma fase de 7, isto é, uma multiplicacao por —1.

) O} (-1 |z)

Figura 4.10: Oréaculo quéntico de fase. O comportamento na base compu-
tacional estd descrito no circuito. O rétulo n no primeiro fio representa n
qubits. A fase da entrada |z) fica invertida quando f(x) = 1.
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4.3.3 Construcao do Oraculo de Fase usando o
Oraculo XOR

Pode-se obter o oraculo de fase a partir do ordculo XOR com o uso do
qubit alvo como um qubit auxiliar. Ao usarmos |—) na entrada alvo do
ordculo XOR, obtemos, para qualquer estado |z) da base computacional:

- XOR |.Z’> w = ‘m> |_> se f(x) =0
e R e T _
oy WO = J2) (= =) se f(2) =1,

o que pode ser resumido por |z) ((—1)7@) |—)). Além disso, o fator mul-
tiplicativo (—1)f®) pode ser movido para qualquer entrada tensorial por
multilinearidade do produto tensorial:

o) © (=1)/@ =) = (~1)/ @ |z) @ |-) .
A figura a seguir ilustra a construgao do ordculo de fase.

) o)

=) — Oxor F—(-1)/@ |-)  |-)

Figura 4.11: Construcao do ordculo de fase a partir do ordculo XOR. |x)
representa um estado da base computacional.

(1)@ fa)

4.4 Algoritmo de Deutsch-Jozsa

O Algoritmo de Deutsch-Jozsa é um algoritmo quantico projetado para
resolver o Problema de Deutsch-Jozsa. Esse problema nao tem especial én-
fase em aplicagoes, mas torna-se laboratério interessante para investigar
técnicas e possiveis vantagens da Computagdo Quantica. As principais
referéncias para esta se¢do sdo o livro [12], segdo 1.4.4, p.34-36, e as vide-
oaulas U2.2, subunidade SU2 de [16].

4.4.1 Problema de Deutsch-Jozsa

Antes de enunciar o problema de Deutsch-Jozsa é conveniente escrever
algumas definigoes.
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Definigao 4.1 (Fungdo constante e fungéo balanceada).
A fungéo booleana f: {0,1}"™ — {0,1} é dita constante se f assume o
mesmo valor em todas as entradas:
fx)=0, Vze{0,1}" ou
flz)y=1, Vxe{0,1}"
A funcao f é dita balanceada se admite o valor 0 em metade das suas
entradas e admite 1 na metade complementar das entradas.

Exemplo 4.2. A fungdo booleana f(x) =1 é constante.

Exemplo 4.3. Denote = € {0,1}" por = x,,—1 ...z120. A fungdo boo-
leana f(z) = x¢ é balanceada, pois para exatamente metade das entradas
r tem-se xg = 0 e para a outra metade, tem-se zo = 1.

Exemplo 4.4. Considere a fungao booleana com entradas de n = 2 bits
dada por f(a,b) = a-b, em que, lembrando, - representa a porta AND. A
tabela verdade dessa funcgao é representada abaixo.

a bl fla,b)=a-b
0 0 0
0 1 0
1 0 0
1 1 1

Essa fungao nao é balanceada nem constante.
O problema desta segao tem o seguinte enunciado.

Problema de Deutsch-Jozsa.
Seja uma fungdo booleana f: {0,1}™ — {0,1} que pode ser apenas ou
constante ou balanceada. Decidir se f € constante ou balanceada.

Deseja-se, dada uma fungao f considerada como caixa preta, e com
o compromisso de ser ou constante ou balanceada, decidir qual dos dois
casos mutuamente excludentes é verdadeiro.

4.4.2 Algoritmo de Deutsch-Jozsa

Para resolver o problema de Deutsch-Jozsa com um algoritmo quantico,
é necessario ter uma versao quantica da funcao booleana f, dada como
oraculo, isto é, dada como uma caixa preta em que nao se pode visualizar
a subrotina que calcula f.

Considere que f seja dada por meio do ordculo de fase (como na se¢ao
. O algoritmo de Deutsch-Jozsa para decidir se f é constante ou
balanceada é dado pelo procedimento abaixo.
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Algoritmo de Deutsch-Jozsa

Entrada: Op(f) = 0O (ordculo de fase associado a funcao booleana f)

Procedimento:
etapa 0: \0)®n preparagao do estado inicial
etapa 1: H—>®n superposicio de estados com H®"
etapa 2: Op \+>®n aplicagdo de f (ordculo de fase)

etapa 3: <—|—|®n Or |—|—>®n testar para |+)®" (base girada X)

Saida: Probabilidade da medida de |¢)5) resultar em |+)%" é

p_ 1 se f é constante
|0 se f é balanceada

Portanto, se o estado apds a medida na base X for |—|—>®n7 entao decide-

se que f é constante. E se o estado apds a medida for qualquer outro,
decide-se que f é balanceada.

Circuito

Notacao compacta:

0" —[ae How ()

Notagao expandida:

[ B
o — (T} A

|
) -
F

o (A4

Medicao na base girada X’

Figura 4.12: Algoritmo de Deutsch-Jozsa.

Observagao 4.5. A porgao destacada na figura[f.12] corresponde & medigao
na base X feita a partir da medicao na base computacional. De fato, o
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operador de Hadamard realiza mudanga de base de X' (base girada) para
7 (base computacional), conforme exemplo de forma que o resultado
medido na base computacional corresponde a uma medi¢ao na base X.

Figura 4.13: Medicao na base girada X" realizada em funcao de medicao
na base computacional.
Analise detalhada do algoritmo

Na etapa 1, aplica-se H para cada qubit de entrada, resultando em:

Y1) = H®™ |0)*"
= |+)®"

_ (|o>\%1>> ('0>J§1>>

1
=ﬁ2\x>,

z€B,

em que B,, representa o conjunto de todas as palavras de n bits. Isto é,

B, ={0...00, 0...01, 0...10, 0...11, ..., 1...11}
={0,1,2,3,...,2" — 1} .

Observagdo 4.6. Por vezes é 1til fazer a identificagao entre vetores de bits
e numeros inteiros sem sinal, para simplificar a notagao. Por exemplo,
0=0...000,1=0...001,2=0...010, 3 =0...011 e assim por diante,
até 2" —1 =1...111. Essa identificagdo consta na tabela[A2]do apéndice
(Al

A aplicacao do oraculo na etapa 2 fornece:
[v2) = Or |¢1)
1
Sy — Olz
7z 2 0

zeB,

_ \/127 S ()@ Jay

z€B,
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Se a funcdo for constante, o fator (—1)/(*) se tornard um sinal global +
ou —, que essencialmente nao altera o estado anterior.

A dltima etapa consiste na medi¢ao na base girada X. Para realizar
essa medida, pode-se aplicar H a todos os qubits e medir na base compu-
tacional, como ilustrado na figura[£.12] Calculando a probabilidade de se
obter |+)®", consegue-se:

HZ" ) = \/271 >l \/27 > (- |z)

yEeB, z€B,
- DIDWEILIE
zeB, yeB,
PO
z€B, yeB,
1
= __ _1)f @
2n ( ]') N
z€B,

Caso a funcao seja constante, a ultima equagao fornece

1
— DF® =+ " on = 41,
Z 2’n

zeB,

E caso a fungao seja balanceada, metade das parcelas contribui com 1 e a
outra metade com —1, portanto

1

on
z€B,

1
(-1 = 0=0.

A probabilidade P de se obter |+>®" é dada pelo médulo ao quadrado
do resultado obtido, logo
2 1 se f é constante
P = |+ )| = ,
0 se f é balanceada .
Dessa forma, decide-se por “f é constante” se a medida resultar no es-
tado |+>®" e por “f é balanceada”, se resultar em um estado diferente. Esse

teste é realizado no algoritmo por uma mudanga de base, realizada pela
porta Hadamard, e uma medicao na base computacional, como ilustrado

nas figuras {.12] e [£.13]
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4.4.3 Algoritmo Classico

Agora considere o problema de Deutsch-Jozsa no contexto classico.
Tem-se f dada como uma caixa preta e se quer decidir se f é constante
ou balanceada. A seguir serdo vistas brevemente as abordagens clédssicas
deterministica e aleatéria para o problema.

Algoritmo Classico Deterministico

A Computacao Classica Deterministica é um tipo de computacao em
que se busca algoritmos que nao fagam uso de recursos probabilisticos
para resolver um problema. Os algoritmos deterministicos sao tais que, ao
ser executado diversas vezes para uma mesma entrada, produz-se sempre a
mesma saida. Para que se resolva o problema na nesse tipo de computagao,
é necessario realizar aplicagoes sucessivas de f para diversas entradas até
se ter certeza de qual opgao é vélida (se f é constante ou balanceada).
Por exemplﬂ calcula-se f(0), f(1), f(2), ... e se verifica se f(1) = f(0),
f(2) = f(1), ... oundo. Caso ocorra f(j) # f(i), entdo a opcao certa é “f
é balanceada”, e caso isso nao ocorra, a opgao correta é “f é constante”.

Para se distinguir com certeza as duas opgoes, deve-se aplicar f a me-
tade das entradas possiveis mais uma, ou seja, a 2"/2 4+ 1 entradas. Isso
porque, na pior das hipdteses, a funcao era balanceada e, obteve-se um
mesmo resultado, por azar, para as 2" /2 entradas testadas, impedindo
que se faga a escolha com certeza.

Dessa forma, o custo computacional desse algoritmo é de 2"/2 + 1
aplicacoes de f.

Algoritmo Classico Probabilistico

Um algoritmo probabilistico utiliza a probabilidade como recurso com-
putacional. Para esse tipo de computagao, é possivel que entradas iguais
produzam saidas diferentes, e que a maquina passe por estados diferentes
durante a computagao, em fungao de fatores probabilisticos presentes no
algoritmo. Nesse contexto, se for permitida uma probabilidade de erro ¢
na decisao e o uso de sorteios aleatérios em certas etapas, é possivel reduzir
o custo computacional do algoritmo classico deterministico.

Primeiramente, permite-se que as entradas ¢ sejam tiradas aleatoria-
mente, cada uma com mesma probabilidade p(i) = 1/2™. Por exemplo, se

2Nesta parte, usou-se a notacio que confunde uma palavra de bits com sua repre-
sentagao por nimero inteiro sem sinal. Ver observacao
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f for constante 1 (f(i) = 1V§), a probabilidade de resultar 1 é 1 = 100% e
a de resultar 0 é 0 = 0%. Se f for balanceada, a probabilidade de resultar 1
6 0,5 = 50% e o mesmo vale para o resultado 0. Supde-se, para simplificar
a discussao, que o sorteio das entradas é feito sem memériaEL isto é, com
chance de se sortear duas entradas iguais.

f constante f balanceada
. O O O O ® O o o
‘f =0 O O O O O O @ O
p(f(i) =0)=1 p(f(i)=0)=0,5
p(f(i)=1)=0 p(f(i)=1) =05
1 o 6 0 O
f= o 0o 00 Legenda:
p(f(i))=0)=0 O: entrada i tal que f(i) =0
p(fi)=1)=1 ®: entrada i tal que f(i) = 1

Figura 4.14: Probabilidade de obtencao dos resultados f(i) =0e f(i) =1
para os casos de f constante e f balanceada (n = 3 bits). As entradas sdo
sorteadas aleatoriamente, com igual probabilidade.

A primeira avaliagdo f(i1) ndo traz mais informagao para distinguir
entre constante e balanceada.

f constante f balanceada

Py o[o]o © e[oje o
O O O O O O @ O
Legenda:
P .E]. [} O: entrada i tal que f(i) =0
’ e 0o 00 ®: entrada i tal que f(i) =1

Caso: f(i1) =0 (i1 =1)

Figura 4.15: Exemplo de sorteio aleatério de uma entrada ¢; e avaliacao
fli1). Se f(i1) = 0, nao é possivel distinguir ainda se f = 0 ou se f é
balanceada.

3Para um nimero de bits n grande, esse caso é semelhante ao caso com memoria,
em que nao se permite repetir as entradas no sorteio.
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A segunda aplicagdo, se resultar f(iz) # f(¢1), j& resolve com certeza
que f é balanceada.

f constamnte f balanceada

= 55 [o]o o ole]o
Legenda:
O: entrada i tal que f(i) =0
[ o O
f=t E] ®: entrada i tal que f(i) =1
o oo

Figura 4.16: Exemplo de sorteio aleatério de duas entradas ij,ip. Se
fli1) # f(i2), conclui-se que f é balanceada sem probabilidade de erro.

Se o resultado for f(i2) = f(i1), tende-se a pensar que f seria constante
e a probabilidade de se estar errado é a probabilidade de tirar duas saidas
iguais aleatoriamente numa fungao balanceada, ou seja, P, = 1-0,5 = 0,5.

f constante f balanceada

Legenda:
O: entrada i tal que f(i) =0
[ J o o
f=t ° I?] ° E] ®: entrada i tal que f(i) = 1
Caso: f(i1) =0 (iy =1)
flig) =0 (i2 =7)

Figura 4.17: Exemplo de sorteio aleatério de duas entradas iq,is. Caso
f(i1) = f(i2) e se decida parar o algoritmo, a resposta escolhida seria “f é
constante”, e a probabilidade de erro seria P, = 50%. Isto é, a probabili-
dade de, caso a fungao seja balanceada, ter-se obtido duas entradas iguais,
seria P, = 50%.
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Na terceira etapa, caso f(i3) # f(i2), resolve-se com certeza que f
é balanceada e caso f(i3) = f(i2), conclui-se pela op¢ao constante com
probabilidade de erro igual a P, = 1-0,5-0,5 = 0,25, correspondente a
probabilidade de que, numa funcao balanceada, tenha-se o mesmo resul-
tado para 3 entradas sorteadas aleatoriamente com igual probabilidade.

f constamnte f balanceada
g L2190 oo e[0]
: o o o[o]
Legenda:
O: entrada i tal que f(i) =0
L (] [ BN J ®: entrada i tal que f(i) =1
Caso: f(i1) =0 (i; = 1)
fliz) =0 (i2=17)
fliz) =1 (i3 = 2)

Figura 4.18: Exemplo de sorteio aleatdrio de trés entradas i1,i2,i3. Caso
flia) # f(i3), pode-se concluir que f é balanceada sem chance de erro.

f constante f balanceada

e[oje o

ofolo o olSle
=0 o T o @ IE] @
Legenda:
- O: entrada i tal que f(i) =0
[ BN BN BN ) ®: entrada i tal que f(i) =1
=1 oTele (o]
o Caso: f(i1) =0 (i1 =1)
fliz) =0 (i2 =7)
fliz) =0 (i3 = 5)

Figura 4.19: Exemplo de sorteio aleatério de trés entradas i1,i2,i3. Caso
fliz) = f(i3) e se encerre o algoritmo, escolhe-se a opgao “f é constante”
com probabilidade de erro P, = 0,25 = 25%.
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Seguindo essa ideia, na m-ésima aplicagdo de f, se ocorrer f(i,) #
f(im—1), conclui-se com certeza a opgao “f é balanceada” e se f(i,,) =
flim—1), pode-se concluir que “f é constante” com probabilidade de erro

P.=1-05-...-05=(0,5)""t=1/2m"".

Para uma probabilidade de erro P, < 1/2 na decisao, deve-se repetir o
algoritmo até que a probabilidade de erro P, ,, = 1/2™~! satisfaga

1 1
<= = 2">22 — m>2 = m>3.
gm=1 "9
Se forem m = 3 aplicagoes, a probabilidade de erro serd limitada por
e=1/2m"1 =0,25 < 0,5, como visto anteriormente.

4.4.4 Comparacao de Desempenho

A tabela abaixo traz a comparacao entre o desempeho dos algoritmos
cldssico deterministico, classico probabilistico e quantico.

Algoritmo ‘ Desempenho (# aplicagoes de f)

Class. Det. | 2"/2+1
Class. Prob. | 3
Quéantico 1

Tabela 4.4: Comparagao de desempenho entre os algoritmos quantico,
cléssico deterministico e cldssico probabilistico (com probabilidade de erro
< 50%) para o problema de Deutsch-Jozsa.

Essa comparacao entre o desempenho cldssico e quantico, no entanto,
nao pode ser considerada muito seriamente. H& que se levar em conta
que sdo arquiteturas diferentes: aplicar uma operagao f cldssica (corres-
pondente a chamar uma subrotina “caixa preta”) e aplicar o ordculo de
fase Op(f) em um circuito quantico sao coisas distintas. Nao é claro que
essas operagoes tém custo computacional equivalente para que sejam com-
paradas diretamente como na tabela apresentada. Por outro lado, como
comparacao simplificada, essa andlise serve para se ter uma nocao dos ga-
nhos que a Computagao Quantica poderia trazer em relagdo a Computacao
Cléssica.

Em relagao ao algoritmo classico deterministico, o algoritmo quantico
apresenta ganho exponencial em desempenho. Ja em relagao ao algoritmo
cléssico probabilistico, o desempenho é semelhante.
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4.5 Algoritmo de Simon

Assim como no caso do Algoritmo de Deutsc-Jozsa, o Algoritmo de
Simon é um algoritmo quantico projetado para resolver o Problema de
Simon. Esse problema também tem propésito de funcionar como labora-
tério de testes para a Computagdo Quantica, ndo apresentando aplicagbes
conhecidas. A principal referéncia para esta secao sao as videoaulas U2.3
da subunidade SU2 disponiveis em [16].

4.5.1 Problema de Simon

O problema de Simon é um problema de promessa, em que é dada
uma fungdo booleana f: {0,1}" — {0,1}" que pode ser ou l-para-1 ou
2-para-1. Esses termos serao definidos e acompanhados de exemplos para
melhor entendimento. Em seguida, o enunciado do problema de Simon
sera escrito formalmente.

Defini¢ao 4.7 (Fungdo 1-para-1 e 2-para-1). Seja f: {0,1}" — {0,1}"
uma funcao booleana de n para n bits.

A fungao f é dita 1-para-1 se é uma bijegéoﬂ Nesse caso, isso significa
que cada resultado y € {0,1}™ é obtido por exatamente uma entrada 1,
ou seja, f(x1) = y. Cada duas entradas distintas x1 # 2 geram resultados
diferentes f(x1) # f(x2).

A fungdo f é dita 2-para-1 se cada resultado y € {0,1}" é obtido por
exatamente duas entradas x1 e o, isto é, f(x1) = f(x2) = y.

O problema de Simon requer um compromisso para a func¢ao booleana
de entrada. A propriedade que a funcdo deve satisfazer é chamada, no
presente trabalho, de propriedade de Simon.

Definicao 4.8 (Propriedade de Simon). Sejam f: {0,1}" — {0,1}" uma
fungao booleana de n para n bits e ¢ € {0,1}".
Diz-se que f satisfaz a propriedade de Simon se

f(x1) = fla) = z2 =11 ® C,

4Isto é, (1) se ndo repete valores para diferentes entradas e (2) se o seu resultado
varre todas as op¢des de palavras de n bits. O item (1) significa que f é injetiva e (2)
significa que f é sobrejetiva. Em simbolos, essas propriedades ficam:

(1) z1,22 €Byp, x1 #z2 = f(21) # f(22)
(2) Yy €Bp, 3z € Bp: y = f(x).
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em que a operagao @ é a XOR (ou seja, adigdo médulo 2) realizada bit a
bit nos dois vetores de bits.

Exemplo 4.9. A fungio booleana f: {0,1}2 — {0,1}? definida pela ta-
bela abaixo é 1-para-1.

Exemplo 4.10. A funcdo booleana f: {0,1}?> — {0,1}? definida pela
tabela abaixo é 2-para-1.

Essa funcao também satisfaz a propriedade de Simon com ¢ = 10. De
fato,
10=006 10 f(00) = f(10) =10
11=01¢10 f(01) = f(11)=01.

Observagao 4.11. Nem toda funcao booleana 2-para-1 satisfaz a proprie-
dade de Simon. De fato, a fungao f: {0,1}* — {0,1}3 dada porﬂ

v | f(=) x| f(x)

000 | 2 100 2
001 5 101 3
010 1 110 1
011 5) 111 3

Essa fungao é 2-para-1. Se satisfizesse a propriedade de Simon, existiria ¢
satisfazendo f(x @ ¢) = f(x) para todo x. No entanto,

£(000) = £(100),100 = 000 & 100 = ¢ = 100

e tem-se que
101 = 001 @ 100 mas f(101) # f(001) .

Essa contradigao significa que a propriedade de Simon nao é satisfeita.

5Para simplificar, usou-se a notacdo que confunde uma palavra de bits com sua
representagdo por nuimero inteiro sem sinal. Ver observacao
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Observagao 4.12. Se f satisfaz a propriedade de Simon com ¢ = 0...0,
entao f é 1-para-1. E se f satisfaz a propriedade de Simon com ¢ # 0...0,
entao f é 2-para-1.

De posse dessas defini¢Ges, o problema de Simon tem o seguinte enun-
ciado.

Problema de Simon. Dada uma fun¢do booleana f: {0,1}™ — {0,1}"
satisfazendo a propriedade de Simon, distinguir se f € 1-para-1 ou se €
2-para-1 e encontrar o periodo c.

4.5.2 Algoritmo de Simon

O algoritmo a ser apresentado pressupoe que a funcao booleana f seja
dada como um ordculo XOR (ver segdo . Também sao necessarios
2 registradores de n qubits. O algoritmo descreve uma subrotina a ser
repetida da ordem de n vezes. Em cada iteragao, obtém-se um pouco de
informacao, que serd processada classicamente para obter como saida o
valor de ¢ e a decisao se f é 1-para-1 ou 2-para-1.

Algoritmo de Simon

Entrada: Oxogr(f) = O (ordculo XOR associado a f)

Procedimento:
etapa 0: |0) |0) preparacao do estado inicial
etapa 1: \/127 Z |) |0) H®" no registrador 1
zeB,
etapa 2: \/127 Z |2) | f(x)) aplicagao de f (ordculo XOR)
zeB,
etapa 3: 5+ Z Z ly) | f(z)) H®" no registrador 1
z€B, yeB,
etapa 4: Medigao obtém informacao sobre a resposta

etapa 5: Repetir etapas 0-4 da ordem de n vezes

etapa 6: Computar a resposta classicamente com as informagées obtidas

Saida: Apds processamento clédssico final, valor do periodo ¢ e decisao se
f é 1-para-1 ou 2-para-1.
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Circuito

Notacao compacta:

n
reg.1 |0)®" H®" He"

reg.2 [0)®" i Oxor(f)

Notagao expandida:

0 I
reg1 ] 10) —{H}—1 R
0

0)

0
reg.2 10)

0)

Figura 4.20: Uma iteragao do algoritmo de Simon.

Contas auxiliares

Definicao 4.13. Usa-se a seguinte notacao, com o intuito de simplificar
algumas expressoes:

= O
|
_|_

Dado um vetor de bits x € B,,, escreve-se |Z) = |ZoZ1 . .. T,—1) para desig-
nar um produto tensorial de estados |+) e |—). Por exemplo,

|z) = |0110) <= |Z) = |+ — —+) .
Definicao 4.14. B, é o conjunto de todos os vetores de n bits.

Proposigao 4.15. Vale que

HO = 57 |yl -

yEB,
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Demonstrac¢ao. Prova-se por inducao em n.
Vale para n = 1 qubit, ja que H pode ser escrito como

H = [+)0] + [=)1] .
Vale para n = 2 qubits, pois
H*?=Ho H
= (X0l +[=X1]) ® (14X0] + [-X1I)
= [++X00] 4 |+=)01| + [=+)10[ + [——)11]

= layl -

yEBy
Supoe-se, entao, que seja valido para n qubits. Verifica-se o caso n+ 1:

H®"' — Hono H

> 1oyl | @ ()0l +1=)1))

yEBy

> dod - - Gn-1Xyoy1 - Yn—a] | ® (w+|_><1|)

yeBn Yn=0  yn=1

= > o - Gn-1TnXYoV1 - - Yn—19n]

YEBy, 11

> oyl -

YEB, 11

Isso conclui a indugao em n. O

Proposicao 4.16. Vale que

L »

yeB

m

3

em que T -y = ToYo + T1Y1 + .+ Tn_1Yn_1-

Demonstragao. Mostra-se por inducao em n.
Para n = 1 qubit, tem-se que

(|0>+|1>)
1) =|-)= 7(I0> 1)) .
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Para n = 2 qubits, tem-se que

|00) = |++) = T(|00>+|01>+|10>+|11>)
|01) = [+-) = T( 100) — [01) + [10) — [11) )
|10) = |—+) = T(|00> +01) — |10) — [11))
|11) =|--) = %(mm 01) — 10) +|11) ) ,

que pode ser resumido em
- > P
€B,,
Assume-se que o enunciado seja valido para n qubits. O caso n+1 fica
cOmo a seguir.
|.7~30i‘1 e -i‘n—ljn> = |3~305~L‘1 e 53”_1> X |i‘n>
Caso x,, = +, tem-se

|Fody - Fn_1t)

= \550331 T 1> ® |+>

_ (930 Tp— 1 y|
(= W el
2 yeB,

1
(10----'L'n71)‘y | el
= Z Yo---Yn—1) ® —=([0) +11))
2 yEB, \/5
1

= o > (=)@ (Jyg oy 10) + [yo - Yn11) )
yEB,

1

Yn=0 Yn=1

= Z (—1)@o@n-a)y 00 g 0) +
N————

Yn=0

=+ (_1>($0-<~xn—1)'y+0'1 |y0 o yn711>
~—_———

Yn=1

= o S (C)@e 1Oy
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No caso z,, = —, tem-se

1
- (-1)emn V) | @ |-y
= \/127 y;&]( 1)(mo...xn_1)'y |y0 . yn_1> ® %( |0> — |1> )

1
= D (=)oY (g oy 10) = [yo - Yno11))

Yn=0 Yn=1

= D (D)ot ELO gy, 10) +
~—

yERn Yn=0

+ (_1)(10...mn,_1)'y+1~1 |y0 o yn_11>
—_———

Yn=1

= Z (71)(20“@’”711).?] |y0---yn—1yn> .

Isso conclui a demonstragao. O

Proposigao 4.17. O produto tensorial de n operadores de Hadamard é
dado por

T ye]B

Demonstragio. Usando as proposicoes - [4.16] tem-se que

=S =Y = S0 . 0

y€B, yeB, zE]Ei

Proposicao 4.18. A aplica¢io de H®™ a um estado |z) = |woz1 ... Tn_1)
na base computacional ¢ dada por

H®n|SC \/72 Jvy|y ’

yEB,

em que T -y = ToYo + T1Y1 + ... F Tn_1Yn—1.
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Demonstracdo. Usando as proposicao tem-se que
1

HE" [z) = —= > (-=1)V7y) (2| |«)

2" Y,2€Bn

1

= 5 Z (1Y |y) 620

2 y,2€B,

= Y0l

2n yeB,

O
Observagao 4.19. A soma e o produto em

Ty =2ToYo+ T1yY1 + - + Tp_1Yn—1 (int)

podem ser entendidos como operagdes com nimeros ou como operagoes
com bits

T-Y=ToYo DT1Y1 D ... D Tr_1Yn_1 (bit)
em que o produto é dado pela AND e a soma @ é dada pela XOR. Ambas
as expressoes resultam no mesmo sinal (—1)*Y, pois a expressdo (bit)

corresponde a (int) médulo 2, visto que a AND se comporta como um
produto e a XOR, como uma adicao médulo 2.

Etapas da subrotina de Simon

As etapas da subrotina quantica sao mostradas em detalhes no texto
que segue. Inicialmente, aplica-se H®" ao primeiro registrador, obtendo-se

) == 3 I)10).

z€B,,

em que o primeiro ket engloba n qubits e representa o primeiro registrador,
e o segundo ket contém n bits e representa o segundo registrador.

A aplicagdo do ordculo na etapa 2 mantém o primeiro registrador e faz
a XOR bit a bit de 0 com f(x):

[tp2) = OXOR [¢1)
Z Oxor |z) [0)

IGIB

2n2|x |f(x

JEIB
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Na etapa 3, aplica-se novamente H®™ ao primeiro registrador:

s) = \/TZ (H®" |2)) [ (2))
ﬁn Z Nou Z 17 Jy) | (2)) (%)
= o -y Z 1) |y) | £()) -
zeB, yeB,

A medida na base computacional, na etapa 4, faz o estado do sistema
colapsar em |y) |z), com z = f(x). Como f tem a propriedade de Simon,
0s unicos valores que resultam em z pela aplicacao de f sao

z=f(z1) = f(z2) , za=m1Dc.

Probabilidades nas medicoes

Caso ¢ # 0, o coeficiente multiplicando o estado |y) |z) em (x) é dado

por
1 T x
Qe = 5 ((F1)7 + (<1)7+7)
= 2%(( =Y 4 ( )(IlﬂBC) )
:2%(( 17y 4 (—1) e
= %(( 1)m1~y + (,1)9:1 y( 1)6 y)
= 2%( 1)(961 y)(1 + (—1)° y)

_ 0 c'y:17
o (71)(901‘9)2% coy=0.

A probabilidade de se encontrar o sistema no estado |y) |z) é, entao,

0 c-y=1

2 Yy

s = |ay | = 1
Dy, |y,| {22 - 0 (p)

22n -

Assim, a medida s6 fornece vetores de bits y perpendiculares a c. A infor-
macao que se ganha para encontrar ¢ é a equagao

C.y:clyl@cly1®...€9cnyn:0.



118 Capitulo 4. Protocolos e Algoritmos Quéanticos

Caso ¢ = 0, o coeficiente em (x) fica apenas a,. = 3 (—1)""V e a
probabilidade de se encontrar o sistema em |y) |z) é

Py =lays =272 (p2)

Logo, qualquer vetor de bits y pode sair como resultado da medicao.

Encontrando o valor do periodo ¢ — exemplo

Primeiramente, apresenta-se o processamento para encontrar o periodo
c em um exemplo, com o objetivo de facilitar a compreensao do método
no caso geral.

Exemplo 4.20 (Encontrando perfodo ¢ com o algoritmo de Simon).

Seja n = 4 bits. Aplica-se a primeira iteragao da subrotina quantica
do algoritmo de Simon. Suponha que se obteve o resultado y") = 0111.
Esse resultado gera a equagao

y(1)~c=O == P3Py =0 = co=c3DPcy .

Continua-se aplicando a subrotina até se obter n — 1 = 3 equagoes LI.
A segunda iteracdo fornece y(?) = 1001. Esse resultado corresponde &
equacao
y(2)~c:0 == ¢c1Pcy =0,

e o sistema, apds simplificacao, fica

ca=c3Dcy
Cl1 =¢C4 .
Como ainda nao sao 3 equagoes LI, continua-se a iteracao.

Na terceira iteracio, o resultado é y®) = 1110. A equacio correspon-
dente é

y(g)-c:O = 1 PePe3=0 = 4P(c3Pcy)Dc3s=0 = 0=0,

e essa equacao nao fornece informacgao util. O sistema continua sendo de

2 equacoes LI:
Co=Cc3Dcy
C1 = C4 .

Na quarta iteracdo obtém-se y(*) = 0001, e a equacio que esse resultado
gera é
yW.c=0 = ¢, =0.
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O sistema fica

Cy = C3
0120
C4:O.

Agora sao 3 = n — 1 equagoes LI. As solugoes sao ¢’ = 0000 e ¢’ = 0110.
Poder-se-ia concluir que f é 2-para-1 com periodo ¢ = 0110. No entanto, a
probabilidade de se estar errado nesse caso é a probabilidade de se obter 4
resultados no mesmo subespago de dimensao 3, sendo que f seria 1-para-1
e 0s 2™ = 24 resultados seriam equiprovaveis:
23 1
5451-1-1~?:§
Para reduzir a probabilidade de erro, aplica-se a subrotina novamente.
Suponha que obtém-se y(® = 1111. Verifica-se se y® L ¢’ ou nao. Caso
nao fosse, concluir-se-ia que haveria mais uma equacao independente e o
sistema s6 teria solugdo ¢’ = 0. Nao é esse o caso aqui, pois

y® " =1111-0110=0010100=0 = ¢® 1L ¢ .

Poderia concluir-se, nessa etapa, que f é 2-para-1 com probabilidade de
erro igual a probabilidade de se sortear aleatoriamente 5 vetores e todos
cairem no mesmo subespago vetorial de dimensao 3:
23 23 1
ee<1-1-1-—.— ==,
o 24 24 T 4
Terminando o algoritmo na iteragao 5, tem-se que f é 2-para-1 e que o
periodo é ¢ = 0110.
A titulo de curiosidade, a f utilizada neste exemplo é disposta na tabela
abaixo, em que A, B,C, D, E, F,G e H denotam 8 palavras distintas de 4

bits.
x| f(z) z | f(z)
0000 | A 1000 | E
0001 | B 1001 | F
0010 | C 1010 | G
0011 | D 1011 | H
0100 | C 1100 | G
0101 D 1101 H
0110 A 1110 E
0111 | B 1111 | F

Repare que, de fato, f é 2-para-1 com ¢ = 0110.
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Encontrando o valor do periodo ¢ — caso geral

Repetindo a subrotina m vezes, obtém-se os resultados y™), ... y(™)
das medidas no registrador 1 e o sistema de equagoes lineares na incégnita
C = C1Cy...Cp:

yM.c=0
2 .c=0
Yy &
(s)
ym .ec=0

Esse sistema sempre admite a solugao ¢ = 0. Supoe-se que se tenha ob-
tido, apéds a aplicacao da subrotina por um numero suficiente de vezes, um
sistema linear com um numero suficiente de equagoes linearmente indepen-
dentes (ficard mais claro o que significaria “suficiente” nesse contexto).

Observagao 4.21. Para analisar esse sistema, ¢ interessante considerar B,,
como espago vetorial sobre os escalares B = {0, 1} e com a soma de vetores
dada pela XOR bit a bit . E possivel verificar que esse espaco satisfaz
os axiomas de espaco vetorial. Além disso, é possivel imitar o produto
interno em R™ ou C™ com a operagao r-s =71181 ... P r,Sn-

O espaco B, tem dimensdao m e contém 2" vetores. A maioria dos
resultados de Algebra Linear se mantém para esse caso, exceto que esses
espagos vetoriais tém um numero finito de vetores e que é possivel ter x # 0
e z-x = 0, de forma que o produto - nao é um produto interno em B,.
Os subespacos de B,, tém dimensao 2", m < n. O subespaco gerado por
¢ #0é {0,c} e tem dimensao 1. Se W é um subespago, entao o conjunto
W dos vetores perpendiculares a W é também um subespaco, e vale que
dimW +dim W+ = dimB,, = n.

Os livros de Cédigos Corretores de Erros (da Computagao Cléssica)
costumam denotar B por GF(2), chamado campo de Galois (Galois field)
de dois elementos. Uma referéncia contendo um resumo da teoria relacio-
nada ao espaco vetorial GF(2)" é [10], segdo 2.4, p.75-80.

Se f for l-para-1, espera-se que o sistema admita apenas a solugao
trivial ¢ = 0. Os valores 5y, ...,y podem ser quaisquer dos 2" vetores
de bits em B,,, por causa da equagdo (p2). Como a dimensao de B,, é n, h&
no maximo n vetores de bits LI nesse espago. Isso significa que o sistema
acima ¢é equivalente a um sistema de n equagoes LI, e que s6 admite a
solugao trivial ¢ = 0, como esperado.

Por outro lado, se f for 2-para-1, espera-se que o sistema tenha duas
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solucdes: 0 e ¢ # 0. Nesse caso, os valores y™1), ... y("™) sdo, obrigato-
riamente, perpendiculares ao vetor c. Se W é o subespago gerado por c,
tem-se que yM, ...,y € Wt e que dimW =1 e dimW+ =n — 1, de
forma que dim W +dim W+ = dimB,,. Assim, h4 no méximo n— 1 vetores
LI e perpendiculares a c. O sistema (s) é equivalente a um sistema de n—1
equagoes LI, e apresenta uma varidvel livre ¢, que pode assumir os valores
0 ou 1, gerando as solugoes 0 e ¢ # 0, como era esperado.

Resumindo, se as m repeticoes da subrotina quantica do algoritmo
de Simon produzirem um sistema de equagoes com o maximo possivel de
equagoes LI, a solugao do sistema fornecera c e, dependendo se ha apenas a
solu¢éo nula ou se, além dessa, ha uma solucédo ¢ # 0, pode-se distinguir os
casos “f é 1-para-1” ou “f é 2-para-1”. O nimero de repeti¢cées m requerido
é proporcional a n.

Probabilidade de erro

Em relagao a probabilidade de erro no caso geral, tem-se o seguinte.
A partir de um nimero de iteragoes suficientemente grande (da ordem de
n), a cada nova iteragdo, ou se descobre que f é 1-para-1 (resultado cada
vez mais improvével) ou se escolhe que f é 2-para-1 com probabilidade de
erro:

2n—1 2n—1 1
Em < 1,001 - e = .
N~ N~ omn omn 2m—n+1
n—1 vezes \—/_/

m—(n—1) vezes

Essa estimativa nao é exata, pois esta considerando o caso em que n—1 re-
sultados forneceram vetores de bits nao-nulos e LI, e os outros resultados
cairam no subespaco gerado pelos n — 1 vetores LI. Poderia ter aconte-
cido de se obter menos vetores LI e os outros cairem no subespacgo gerado
por eles, apesar de parecer menos provavel. Essa estimativa, contudo,
serve para dar uma pista quanto a quantidade de iteragoes do algoritmo
quantico. Dessa forma, se o ntumero de iteragoes m for da ordem de n, a
probabilidade de erro pode ser feita menor que 1/2.

4.5.3 Algoritmo Classico
Algoritmo Classico Deterministico

Um algoritmo cldssico para o Problema de Simon consiste em esco-
lher entradas = em B, calcular f(z) e comparar com os outros valores ja
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obtidos, até que se encontre um par de vetores distintos x(1) e x(z) com
f(z@y) = f(x(2)) ou até que se possa concluir que f é 1-para-1.

Supondo que seja possivel armazenar todas as entradas testadas e seus
resultados pela aplicagao da f, na pior das hipdteses, deve-se calcular f
para metade das entradas mais uma, isto é, 2" /2 + 1 vezes. Caso f seja
1-para-1, todos os resultados seriam distintos, e caso f seja 2-para-1, na
pior das hipéteses, na tentativa de nimero 2"/2 + 1 serd obtido um valor
repetido apds aplicagao da funcao.

Algoritmo Classico Probabilistico

Para melhorar o desempenho do algoritmo deterministico acima, pode-
se relaxar o desempenho, permitindo-se uma probabilidade de erro € na
escolha. Sorteia-se aleatoriamente x dentre o conjunto de entradas nao
testadas ainda, calcula-se f(z) e compara-se o valor obtido com o forne-
cido pelas entradas ja testadas. Repete-se por um nimero suficiente de
tentativas ou até algum par ser encontrado; se nenhum par foi encontrado,
decide-se por “f é 1-para-1” e se for encontrado, decide-se por “f é 2-para-1”
e utiliza-se o par x(1), () encontrado para calcular ¢ = (1) ® x(g).

Apo6s m iteragoes, o nimero de pares ja testados é Ny}, em que

o= (1) =m0,

isto é, o numero de pares que se pode formar dentre m elementos distintos
sem importar a ordem em que se encontram no par.

Caso f seja 2-para-1, o nimero de pares desejado (ou seja, que resultam
no mesmo valor apés aplicacdo de f) é Nges dado por

271
Ndes = ?
A probabilidade de pelo menos um par desejado ter sido obtido apds k
iteragoes é
N Nob - m(m — 1)
Pm = Ndcs B 2m

Caso nenhum par desejado tenha sido encontrado, opta-se por “f é
1-para-1” com probabilidade de erro dada por
m(m —1)

em=1-pm=1-—"—".
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Para que a probabilidade de erro seja ¢ < 1/2, deve-se ter

1 m(m — 1) 1 9 1
€m<§ = T>§ = m‘—-m-2"">0.

Resolvendo para m > 0, deve-se ter

1+ V14 27+l
m>———

logo m deve ser da ordem de 2"/2 iteracoes.

4.5.4 Comparacao de Desempenho

O desempeho dos algoritmos classico deterministico, cldssico probabi-
listico e quantico sao resumidos na tabela abaixo.

Algoritmo Desempenho (# aplicagoes de f)

Class. Det. da ordem de 2™ /2 aplicagoes
Class. Prob. | da ordem de 2"/ aplicacdes
Quantico da ordem de n aplicagoes

Tabela 4.5: Comparacao de desempenho entre os algoritmos quantico,
classico deterministico e cldssico probabilistico (com probabilidade de erro
< 50%) para o Problema de Simon.

Da mesma forma como no problema de Deutsch-Jozsa, essa comparagao
tem limitagoes, mas serve como laboratério para testar em que situagoes
a Computagao Quantica pode trazer vantagem computacional em relacao
a Computacao Cléassica. Em particular, esse é um exemplo em que o algo-
ritmo quéntico apresenta ganho exponencial em desempenho em relacgao
aos algoritmos classicos existentes.

4.6 Algoritmo de Busca de Grover

Esta secdo aborda o Algoritmo de Grover, um algoritmo quéntico que
permite encontrar um elemento em uma lista nao ordenada. Uma descricao
mais rigorosa desse problema, bem como as alternativas cldssicas para o
mesmo sao apresentadas neste texto. As referéncias utilizadas nesta parte
sdo o livro [14], capitulo 3, e as videoaulas U2.6 da subunidade SU4 do
curso [16].
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4.6.1 Problema de Grover

O problema de Grover consiste em encontrar um elemento especifico
em uma lista de 2" itens. A lista é formada por palavras binarias de n
digitos. H4 uma fungéo booleana f: {0,1}" — {0,1} que s6 sinaliza '1’
para uma entrada xg em particular, que pode ser desconhecida. Em outras
palavras, a funcao f pode ser descrita por

f(sc):{o’“é“

1, x=z.

A maneira de saber se o item x considerado corresponde ao desejado é por
meio da aplicagao de f. Essa fungao poderia ser chamada de “teste”; e
caso se queira saber se o item x da lista é o desejado (em outras palavras,
se x = xy), deve-se fazer o teste em x e ver se o teste resulta em ’1’ (item
desejado foi encontrado) ou ’0’ (o item testado nédo é o desejado).

Problema de Grover. Encontrar a inica entrada zo € {0,1}™ tal que o
resultado do teste f sinaliza ’1’. Ou seja, encontrar unico xo com

f(zo) =1.

Em seguida, um algoritmo quantico é apresentado para resolver o pro-
blema de forma mais eficiente do que seria possivel classicamente.

4.6.2 Algoritmo de Grover

O algoritmo de Grover é um algoritmo quantico para resolugao do pro-
blema de Grover, que consiste em encontrar o elemento em uma lista por
meio de um teste f, e o elemento desejado é o Unico x¢ que faz com que o
teste sinalize 1. O algoritmo quantico consiste em aplicar uma subrotina
quantica, o operador de Grover, por um numero de vezes da ordem de
V/N, em que N = 2" é o ntiimero de itens na lista, indexados por n bits.

Algoritmo de Grover

Entrada: Op(f) = O (orédculo de fase associado & fungéo booleana f)

Procedimento:
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etapa 0: \0>®n preparagao do estado inicial

etapa 1: G aplicacdo do operador de Grover

etapa 2: repetir etapa 1 por k vezes, com

of Lo

acos( \/ﬁ) N
acos(—N )

Operador de Grover G:

etapa 1: Op \+>®n aplicagao de f (ordculo de fase)

etapa 2: H®"
etapa 3: 2]0)0] — I
etapa 4: H®"

Saida: Leitura do registrador fornece o item xy buscado, com probabili-
dade de acerto
N -1

N =2".
N )

P, >

Circuito

Notacao compacta:

0" meHeHe) - {eHA

k vezes

- 2[040] — 1

Figura 4.21: Algoritmo de Busca de Grover.

Notagao auxiliar

Para facilitar, lista-se abaixo a notacao utilizada nesse algoritmo:

B,, : conjunto de todas as palavras de n bits

No—ogn ™ numero de qubits de cada item da lista
N: nimero de itens na lista
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)= 1|\f>—1

z € B,
T # X0

|B) := |zo): item desejado na lista

S = spang{|a),|8)}: espago vetorial gerado por |a), |8) com escalares reais

Contas auxiliares

Vale que:
) = |+)°"
N lm
"L
_VN-1 |z) |zo)
= $§;B7L N + 7N ()
T # xo
N -1 1
= JN o) + ﬁ 18)

OF |Oé> = OF Z |.%‘>
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O operador G pode ser escrito como:

G = H®™(2|0)0| — I)H®"Op
= (2H®" |0)0| H®™ — H®"TH®")Op
— (2H®n ‘0><0| (H®n)T _ H®nH®n>OF
= 2}y - 1)OF ,

em que foi definido [) = |4+)¥".

Primeira aplicacao do operador G

Antes de aplicar o operador G pela primeira vez, prepara-se o estado
inicial fazendo uma superposi¢ao com pesos iguais em cada qubit:

o) = HE™[0)°"
Qn

)
= ¥)
vN -1

o)+ 8

) usando (¢) .

Nota-se que |¢y) pertence ao subespago vetorial S gerado por |a),|8) e
com escalares reais. Isso permitird uma interpretagao geométrica muito
util para o entendimento do algoritmo.

Na etapa 1 de G, aplica-se o ordculo de fase ao estado inicial |1)):

|Y1) = Or |to)
(YN -1
=Or (m

Or |a) + TOF 18)

8) usando (a) e (8)

|o) + \/71» |ﬁ>> usando (v))

%]

H_ﬁ

O vetor |11) continua no espago S, e a aplicagido do ordculo de fase pode
ser visualizada como uma reflexdo em torno do eixo |a).
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|8)

Figura 4.22: Aplicagdo do ordculo de fase equivale a uma reflexdo em
relacdo ao eixo |a).

As etapas 2, 3 e 4 de G redundam em aplicar 2 |¢Y)}y| — I em |i),
conforme equagdo (G). E a aplicacdo desse operador pode ser vista geo-
metricamente de acordo com a figura abaixo.

[P2) = (2 |[¥)XY| = 1) |¢1)
= 2[)Y| |v1) — [1)

[a)  —[t1)
é "2 )
%1)

Figura 4.23: Aplicagdo do operador 2 |¢)}1| — I equivale a uma reflexdo
em relagao a reta determinada pelo vetor |¢).

Dessa forma, a primeira aplicacao do operador G fornece o seguinte.
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18)
i) = G
,’r [11) )

Figura 4.24: Aplicagdo do operador G. O efeito corresponde a rotacao do
vetor por um angulo 6 no sentido anti-horario.

Aplicagoes subsequentes do operador G

As aplicagoes sucessivas do operador de Grover tém o mesmo efeito
descrito anteriormente. Cada aplicagao de G corresponde a uma rotacao
no sentido anti-horario. A figura a seguir ilustra a [-ésima aplicagéo de G.
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Tl [har) = G |tha-1))
Yoq-1)

LN
1

N
1

\
\

| \

1

1

1

1

\
\
\

LW
) L O---10/2

o |
|
\ | |a)
! !
I
]
I

1
|
1
|
1
|
!
|
|
1

’
’

o [a1-1)

Figura 4.25: Aplicacao [-ésima do operador G. O efeito continua corres-
pondendo & rotagao do vetor por um angulo 6 no sentido anti-horario.

O operador G é aplicado por k vezes até que o vetor resultante esteja
o mais préximo possivel do eixo |3).

|8)

W%H =GF|y)

V) = G 1)
\\|¢4> = G?|¢)
p2) = G |¢)

T

! |a)

\

Figura 4.26: Aplicagoes sucessivas do operador G.
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No livro |14], se¢do 3.3, demonstra-se algebricamente que uma aplicagéo
de G produz uma rotagao em sentido hordrio de um mesmo angulo 6.

Numero necessario de aplicagoes de G

O numero de aplicagbes k necessario é dado por

9 T T—0

em que se arredonda k para o inteiro mais proximo.
O angulo 0 (em radianos) é o angulo que G |¢) faz com |¢)). Pode ser
obtido por (ver figura [4.24)):

cosg = (Bly) = N usando (¢)
sin§ = /1= Bl)l* = =

Fazendo-se a seguinte manipulacao algébrica, pode-se encontrar outra
expressao equivalente para o angulo.

i) = S o) = = 18)
= Lol + =19 - = 19)
W)= 1) usando (1)

2} = G 1)

= (2[¥)¥| —I) 1)

2
= 2]~ 1) (|w> e |/3’>>
¥)

= 214) (W) — | fﬁ o) (18 + % 18)

=20%) =0}~ Z== )+ | usando (v
N —4 2

=N ) + Wini |5)
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cos 0 = (Y|GY)

— 0l (S 1)

(¥15)

=R

=— 4+ = usando (v))

Portanto, pode-se escrever

o= o1 i ) (V2

e o valor de k é dado por

ou por

) acos(8F2)

E possivel verificar que o nimero k é da ordem de v N. De acordo
com [14], p.56, tem-se

0 acos(N_Q)

lim k=4
N—+o00

lim

k7
N~)+oo\/ﬁ_4

k
lim —

=0.
N—o+o0o N

Probabilidade de acerto

Ao aplicar a subrotina G por um numero k de vezes especificado ante-
riormente, obtém-se o estado final o mais préximo possivel de |8) = |xo),
o item desejado. A projecdo na direcdo desse vetor permite encontrar a
probabilidade de acerto do algoritmo. O estado final G¥ [) faz um angulo
com o estado |zg) menor que /2, pois se fosse maior ou igual, seria pos-
sivel aplicar novamente o operador GG para reduzi-lo. Portanto, o angulo
cosf( |zo) ,G* [¢)) ) entre o estado desejado e o estado final é menor que
0/2, o que significa que seu cosseno é maior que cos(6/2).
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13)
GHLlpy  |GR[)

v ety

%

Figura 4.27: Projecio do estado final G* |)) na diregao do estado desejado
|B) = |zo). Aplicar o operador G mais uma vez faz com que a proje¢ao na
diregao desejada fique menor. O mesmo vale se o operador G for aplicado
por menos de k vezes.

Com isso, tem-se a probabilidade de acerto estimada em

Py = ||lmo)zol G¥ 1)
= |(zo|G* [))[*

= |eos O [z0) . G* [} )
> |cos€|2

(2
N -1

- N=2".

=N

2

Generalizacao

O algoritmo de Grover também funciona para o caso em que hd mais
de um elemento marcado, isto é, ha xq, x1, ..., T.,—1 elementos tais que
f(xo) = f(z1) = ... = f(xm_1) e os demais valores anulam f. E possivel
adaptar a andlise do algoritmo para esse caso. A interpretagdo geométrica
continua valendo, mas desta vez, tem-se
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4.6.3 Algoritmo Classico
Algoritmo Classico Deterministico

Classicamente, se o teste é dado como uma caixa preta, em que nao se
sabe a estrutura interna de f, a maneira de se encontrar xy é por busca
exaustiva. Para garantir que o item x( seja encontrado, deve-se, no pior
caso, olhar todas as N = 2™ entradas possiveis. Portanto sao necessarios
N aplicagoes do teste f.

Algoritmo Classico Probabilistico

Considere um algoritmo que sorteie aleatoriamente as entradas a serem
testadas (e sem repetir entradas). Apds o teste de k entradas, a probabi-
lidade de que se tenha localizado o item desejado x( é de

k
P=—
N

Para que haja probabilidade de encontrar a resposta seja maior que 1/2,
deve-se testar pelo menos por um nimero de vezes

N
k>
73

Desse modo, ainda deve-se aplicar o teste f da ordem de N vezes.

4.6.4 Comparacao de Desempenho

O desempeho dos algoritmos sao comparados na tabela abaixo.

Algoritmo Desempenho (# aplicagoes de f)

Class. Det. | da ordem de N/2 = 2™ /2 aplicagbes
Class. Prob. | da ordem de N = 2" aplicagbes
Quéntico da ordem de v N = 2"/2 aplicacoes

Tabela 4.6: Comparacao de desempenho entre os algoritmos quantico,
cldssico deterministico e cldssico probabilistico (com probabilidade de erro
< 50%) para o Problema de Grover. No algoritmo de Grover, o ntimero
de aplicagoes de f coincide com o niimero de aplicagoes da subrotina G.
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Dessa forma, o algoritmo de Grover apresentaria ganho quadratico de
desempenho em relagao aos algoritmos classicos, se a aplicagao de f nos
casos classico e quantico forem equivalentes em termos de custos compu-
tacionais.



136 Capitulo 4. Protocolos e Algoritmos Quéanticos




Capitulo

Panorama Atual da
Computacao Quantica

A Computagao Quantica é uma tecnologia ainda em estigio inicial, e
tem se mostrado uma area de pesquisa estratégica no cenario internacional.
Neste capitulo, faz-se um breve estudo das expectativas de mercado em
relacio a Computacdo Quantica, em grande parte baseado na Gartner,
uma consultoria em Tecnologia da Informagcao [3]. Apresenta-se também
algumas das principais empresas com pesquisas em Computacao Quantica,
e mostra-se um resumo dos desenvolvimentos realizados nessas empresas
tanto em hardware como em software.

5.1 Expectativas de Mercado

A Gartner [3] estima que a Computagao Quéntica serd uma realidade no
mercado dentro de 5 a 10 anos. Espera-se que essa tecnologia se torne mais
rapida e escaldvel, de forma a tratar problemas reais que a computacao
atual nao conseguiria abordar satisfatoriamente. A curva da figura [5.1
chamada hype-cicle, mostra as tecnologias em alta no mercado e as que ja
atingiram maturidade. A posicdo da Computagdo Quéantica é de subida
na curva de expectativas.

137
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Virtual Assistants, Connected Home
10T Platfor \ Deep Learning
Smart Robots Machine Leaming
Edge Computing Autonomous Vehicles
Augmented Data b __Nanctube Electronics
Discovery T @ Cogritive Computing
Smart Workspace @ slockehain

Conversational ) Commercial UAVS (Drones)

User Interfaces: {
?:;:F_a%amw:r e ?O:gnmve Expart Advisors
Volumetric —— \
@ | Displavs Serverless | |
Quantum —P; e —
:g Computing - i ‘t\ mt?_"é;sof
© " 56 \ -
5| DarsTwin A—_Human \ Enterprise Taxonomy -
o~ \ P
2 | Neuromorphic __ g Augmentation and Ontology Management "
& Hardware \ Software-Defined ~
@ Deep Reinforcement | Security P
J Learning L Vg Virtual Reality
g
7\ “Artificial General ™
\5* Intelligence Augmented
/ 4D Printing Reality
Smart Dust A

time
Figura 5.1: Hype-cicle para tecnologias atuais. Posi¢do da Computacdo
Quantica destacada. Compare com Machine Learning (topo da curva) e
Realidade Virtual (estabilizacdo/maturidade). Fonte: Gartner [3].

H& uma percepcao no mercado que a Computagao Quantica gere uma
disrupcgao algo similar as ocorridas na Revolugoes Industrial, Tecnolégica e
Digital. O panorama atual da Computagao Quéantica é comparavel, nessa
percepcao, ao computador ENTAC da decada de 1950. A época, nao havia
como prever o desenvolvimento tecnolégico subsequente, e a capacidade de
processamento que se conseguiria obter nas décadas seguintes.

A expectativa é que um modelo hibrido entre Computacao Classica
e Quantica seja a tecnologia emergente no cendrio atual. A computacao
seria realizada em um processador quantico para problemas nos quais ha
vantagens no uso da Computacao Quantica, como espera-se que ocorra
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com os problemas chamados NP-dificeis.

Dentre as principais aplicagoes previstas para a Computacao Quéan-
tica, destaca-se resolucao de problemas de otimizacao, machine learning,
desenvolvimento de novos materiais, fArmacos e processos quimicos. Outra
aplicacao de destaque ¢ em criptografia. A figura[5.3| mostra aplicagoes em
que se espera utilizar processamento quantico.

Quantum Light Harvesting
Chemistry / Transpant
Climate Communication
/ \ Energy
\ &5 MaIEI'lﬂ'S oom Temperature S/C  Quantum
LNG \\ Simulation
Ph Chemlstry ph
i ymis‘- Differential
Bio-molecules / Equations
Science
Biology /7 oy Encryption
Personalized Search Math
B / T~ Linear Algebra Quantum
Pattern Computing Communication
Bioformatics Matching S Codebreaking
Machine / Singularity Quantum

/ Learning \ Optimization Algorithms

Finance ) _ Robotlcs
Protein Folding Route
Planning
9

Constraint
Satisfaction Schedulln
Quantum

Machine Learning Autonomous Vehicles

Figura 5.3: Expectativa de aplicacdo da Computagdo Quéantica. Fonte:
Gartner (3|, adaptado de Pete Shadbolt e Jeremy O’Brien.

O impacto da Computacao Quéntica em sistemas de seguranca é con-
siderado certo dentro de poucos anos. Algumas tecnologias atuais como
a criptografia RSA e o blockchain (do qual o bitcoin faz uso, em parti-
cular) serao vulneraveis & Computacdo Quéantica. H4 demanda por pro-
tocolos de criptografia que levem em conta a existéncia da Computagao
Quéntica, isto é, por criptografia pds-qudntica (post-quantum/quantum-
safe/quantum-proof cryptography).
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5.2 Empresas e Desenvolvimentos Atuais

A Computacdo Quéantica encontra-se em um estdgio de desenvolvi-
mento acelerado. Empresas como IBM, Google, Intel e Microsoft, e Star-
tups como Rigetti, tém pesquisas para desenvolvimento de processadores
quanticos. Algumas dessas empresas, como a IBM e Rigetti, disponibilizam
protétipos de computadores quanticos para acesso pela nuvem ao publico.
Também hé desenvolvimento de simuladores, linguagens de programagao
para Computacao Quantica e kits de softwares por essas empresas. Alguns
comentarios sao desenvolvidos no que segue.

IBM

A IBM utiliza tecnologia de qubits supercondutores, compostos por
jungoes de Josephson. Em 10 de novembro de 2017, foram anunciados
prototipos de 50 e de 20 qubits, em uma iniciativa de tornar a computacao
quantica comercialmente disponivel em um futuro préximo.

No projeto IBM Quantum Experience, um computador quantico de 5
qubits estd disponivel para uso através da nuvem. A programacao é feita
por uma interface gréfica, que permite realizar simula¢do e/ou enviar o
algoritmo para execugao no computador quantico. A programagao pode ser
realizada em modo texto, com a linguagem OpenQASM (Open Quantum
Assembly Language). Em relacdo a simulagao, a IBM também colabora
no projeto open source QISKit (Quantum Information Software Kit), uma
biblioteca python para Computagao e Informagao Quantica que funciona
em conjunto com OpenQASM.

Fonte:

http://newsroom.ibm.com/IBM-research?item=30270
http://newsroom.ibm.com/
https://www.research.ibm.com/ibm-q/
https://quantumexperience.ng.bluemix.net/qx/experience
https://qiskit.org/

https://github.com/QISKit
https://github.com/QISKit/openqasm

Google

O processador quantico Bristlecone, de 72 qubits, foi apresentado em 5
de marco de 2018. A tecnologia de qubits da Google é baseada em filmes
supercondutores de aluminio em substrato de safira. Para simulacao de
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computadores quanticos, a empresa tem um projeto open source chamado
Quantum Playground, em que é possivel simular um computador quantico
de até 22 qubtis.

Fonte:
https://ai.googleblog.com/2018/03/a-preview-of-bristlecone-googles—new.html
https://ai.googleblog.com/2015/03/a-step-closer-to-quantum-computation.html
https://wuw.nature.com/articles/nature14270
http://www.quantumplayground.net
https://opensource.google.com/projects/quantum-computing-playground
https://github.com/gwroblew/Quantum-Computing-Playground

Intel

Em 8 de janeiro de 2018 foi anunciado pela Intel a fabricagdo de um
processador quantico, em fase de teste, de 49 qubits supercondutores. A
tecnologia utilizada atualmente para realizar os qubits sao as jungoes de
Josephson, consistindo em uma camada fina de éxido entre dois fios de
aluminio. A Intel também pesquisa qubits de spin em silicio.

Fonte:
https://newsroom.intel.com/news/intel-advances-quantum-neuromorphic-
computing-research/

https://newsroom.intel.com/press-kits/quantum-computing/

Microsoft

A Microsoft vem empregando esforgos elaboragao de qubits topoldgicos
por meio de férmions de Majorana. Além disso, foi langado em 11 de
dezembro de 2017 o Microsoft Quantum Development Kit, contendo a
linguagem de programagao Q# dedicada para Computagdo Quantica, e
acompanhada de simuladores.

Fonte:
https://wuw.microsoft.com/en-us/quantum/technology
https://cloudblogs.microsoft.com/quantum/2017/12/11/announcing-microsoft-

quantum-development-kit/

Rigetti

A Startup Rigetti disponibiliza um processador quéntico de 19 qu-
bits e um ambiente de desenvolvimento, chamado Forest, para programa-
¢ao quantica. A empresa também disponibiliza um simulador, chamado
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Quantum Virtual Machine, de 26 qubits. A Rigetti também desenvolveu
a linguagem open source Quil, que baseia-se em um modelo computaci-
onal cldssico/quéntico com memoria compartilhada, e trabalha em uma
biblioteca python para programacao quantica, a pyQuil.

Fonte:

https://www.rigetti.com/

https://wuw.rigetti.com/forest

https://github.com/rigetticomputing/pyQuil

Outras Startups e Empresas

NEC FUﬁTSU cigetti  Umecco. TOSHIBA S-ZQGWARE

B¥ Microsoft Go gle @

@ A NOKIA D H :\J\.I aue R eon Volkswagen

The Quantum Computing Company =
MITSUBISHI

DAIMLER LOCKHEED MARTIN Q IONQ Q/Alibaba Group

MEEESH

—
Hewlett Packard * B A Rc LAYS ﬁ":

Enterprise

NTT, ] Q B i t Materials Maglc

ANAGASE

Figura 5.4: Startups e empresas pioneiras em Computagao Quéantica.
Fonte: Gartner [3].



Capitulo

Computacao Quantica com
IBM Quantum Experience

6.1 IBM Quantum Experience

A IBM Research disponibiliza um computador de 5 qubits e um de 16
qubits acessiveis pela nuvem (IBM cloud). O acesso aos computadores se
dé por meio do QISKit — Quantum Information Software Kit — um pacote
de software para python. E possivel também acessar o computador de 5
qubits por uma interface grafica no navegador (Composer). Os detalhes
serao vistos na se¢ao [6.1.2

6.1.1 Computadores Disponiveis

Os computadores quénticos disponiveis para acesso na nuvem sao lis-
tados abaixo.

143
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Nome # qubits | Status
IBM Q 5 Yorktown (ibmqx2) 5 qubits manutengao
IBM Q 5 Tenerife (ibmqx4) 5 qubits disponivel (Composer/QISKit)

IBM Q 16 Rueschlikon (ibmgx5) | 16 qubits | disponivel (QISKit)

Tabela 6.1: Processadores quanticos da IBM disponiveis para uso pela
nuvem. Informacao sobre o status dos computadores visualizada em maio
de 2018.

Pode-se consultar informagoes sobre esses processadores no GitHub.
Os links sao disponibilizados abaixo.

Informacao sobre os processadores:
https://github.com/QISKit/qiskit-backend-information/tree/master/backends

IBM Q 5 Yorktown (ibmqx2):
https://github.com/QISKit/qiskit-backend-information/tree/master/backends/
yorktown/V1

IBM Q 5 Tenerife (ibmqgx4):
https://github.com/QISKit/qiskit-backend-information/tree/master/backends/
tenerife/V1

IBM Q 16 Rueschlikon (ibmgx5):
https://github.com/QISKit/qiskit-backend-information/tree/master/backends/
rueschlikon/V1

6.1.2 Como Programar

A programagao é feita por uma interface gréfica, mas pode ser realizada
também por cédigo OpenQASM — Open Quantum Assembly Language.
H4 opgoes de simular e de rodar o algoritmo no computador quéantico. A
péagina do editor de algoritmos da IBM Quantum Experience é acessivel
pelo link:
https://quantumexperience.ng.bluemix.net/qx/editor
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1BMQ Home  Composer Devices Community GitHub  Giovani Pollachini

> IBM Q 5 Tenerife [iomqx ACTIVE: USERS

> IBM QS5 Yorktown waNTENANCE

T — Y — [ (B e [

noeeuomemenm___ fmOH
! [T ¢S mEHO
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al41

BARRIER OPERATIONS

© e

Figura 6.1: Interface grafica para programacao quantica no IBM Quantum
Experience.

e — e r— [ [ER] e |
Meiassssansiree

altl g _?_ _?_E
a2y

a3l

a4l i

Download QASM

Figura 6.2: Interface para programagao em OpenQASM (modo texto) na
IBM Quantum Experience.

No IBM Quantum Experience, os qubits sao dispostos com a seguinte
CcONvencao.
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estado = q[4] ¢[3] ¢[2] q[1] ¢[0]

Figura 6.3: Notagao utilizada pelo IBM Quantum Experience.

As portas légicas quanticas disponiveis para uso sao as portas X,Y, Z
de Pauli, a porta de Hadamard H, as portas de fase S, ST, T, T, e a tinica
porta de dois qubits disponivel é a CNOT.

GATES @ Advanced

EEHEa
©
BARRIER OPERATIONS

Figura 6.4: Portas légicas quanticas disponiveis para uso no IBM Quantum
Experience.

A porta CNOT nao admite controle e alvo em qualquer par de qubits.
As combinagbes possiveis sdo aquelas em que os dois qubits estdo conec-
tados por barramentos supercondutores. As opgoes sdo expostas na figura

q]

a2 |y

a3] |y

ae4] |

o/
T

Figura 6.5: Portas CNOT que podem ser implementadas diretamente no
IBM Q 5 Tenerife (ibmqgx4).
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E possivel realizar outras portas CNOT em fungao das CNOTs nativas.
Para tanto, faz-se uso das identidades de circuito contidas na secao [3.5

Em especial, sao tteis as proposicoes [3.11] e [3.12}

—H—
.

—

—0— D @

Figura 6.6: Maneiras de se obter CNOTs nao nativas no computador IBM
Q 5 Tenerife (ibmgx4).

A porta SWAP também pode ser realizada em fungao de CNOTs na-
tivas. Usam-se as proposicoes e da segao sobre identidade de
circuitos.

- @ —y i}y
2 ——H-S{H-o—

Figura 6.7: Maneira de se obter SWAP em fun¢ao de CNOTSs nativas no
computador IBM Q 5 Tenerife (ibmqx4).

o
Ay
o

7

A porta Toffoli ndo é nativa no computador IBM Q 5 Tenerife (ibmqx4).
Para realizd-la, pode-se aplicar a proposicao [3.16] Essa proposicao fornece

a seguinte construcao.
—— (T}
- = Eil
-

Figura 6.8: Maneira de se obter a porta Toffoli em funcao de operagoes
nativas no computador IBM Q 5 Tenerife (ibmaqx4).

A programacio nos computadores quanticos também pode ser feita em
python por meio dos pacotes QISKit. O acesso ao computador IBM Q
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16 Rueschlikon, de 16 qubits, é feito apenas dessa forma. Um tutorial de
QISKit pode ser encontrado no link abaixo.

https://developer.ibm.com/open/videos/qiskit-quantum-computing-tech-talk/

6.1.3 Informativos e Guias de Usuario

User Guides

A péagina do IBM Quantum Experience fornece guias para usudrios. Os
links estao dispostos a seguir.

Beginner’s Guide:
https://quantumexperience.ng.bluemix.net/qx/tutorial?sectionId=beginners-

guide&page=introduction

Full User Guide:
https://quantumexperience.ng.bluemix.net/qx/tutorial?sectionId=full-user-

guide&page=introduction

User Guides no GitHub:
https://github.com/QISKit/ibmgx-user-guides

Informativos

A pégina da IBM também fornece material informativo contendo pa-
lestras e videos curtos sobre Computagao Quantica.

http://www.research.ibm.com/ibm-q/learn/what-is-quantum-computing/

6.2 Circuito Quantum Half-Adder

Nesta se¢ao é apresentado um projeto de somador quantico andlogo ao
somador cldssico Half-Adder. Apds o projeto, procedeu-se a simulagdo no
IBM Quantum Experience e a execucao no computador IBM Q 5 Tenerife
(ibmgx4).

6.2.1 Projeto do Circuito

O circuito deve realizar um somador Half-Adder para entradas na base
computacional. A tabela verdade do Half-Adder é apresentada a seguir.
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Tabela 6.2: Tabela verdade para o meio somador cldssico (Half-Adder).
As entradas sdo simbolizadas por a e b e as saidas s@o s (sum) e ¢ (carry
out).

As equagoes booleanas para o bit de soma e o bit “vai um” (carry) sao

s=adb

c=a-b,

em que @ é a operacdo XOR (ou exclusivo) e - é a operagdo AND.

Ja que ha 2 entradas e 2 saidas, é possivel tentar realizar esse circuito
com apenas 2 qubits. No entanto, hd duas entradas distintas ab = 10 e
ba = 01 que fornecem o mesmo resultado sc = 10, de forma que a funcao
booleana nao é reversivel. E necessério, entdo, usar pelo menos um qubit
de trabalho. Um circuito quantico capaz de realizar as operagoes desejadas

¢é dado na figura

|a) |a)
D— la®b) = |s)
0) ————la-b) =)

=
=
Jan

Figura 6.9: Esquematico do Quantum Half-Adder, circuito quantico que
se comporta, na base computacional, como o Half-Adder cléssico.

O circuito da figura[6.9] foi adaptado para implementagao na plataforma
IBM Quantum Experience. A porta Toffoli nao é nativa no sistema, e deve
ser realizada com as outras portas logicas quanticas; uma maneira de se
fazer isso é por meio da identidade de circuitos apresentada na proposigao
.10l

Ha uma limitacao com relagdo ao uso das portas CNOT. As maneiras
possiveis de se incluir uma porta CNOT no circuito sao mostradas na
figura[6.5] Portanto, deve-se utilizar técnicas para construir outras portas
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CNOT em fungao das portas nativas. Algumas técnicas sao apresentadas
na figura[6.6] Alternativamente, pode-se tentar mapear os qubits de forma
a conseguir realizar o circuito utilizando as CNOTs nativas.

Outro detalhe é que o sistema inicializa os qubits no estado |0), portanto
para aplicar outras entradas é necessdrio modificar esses estados |0) com
portas légicas. Para inicializar com o estado |1), por exemplo, deve-se
aplicar uma porta X ao |0).

Assim, o circuito implementado na plataforma IBM Quantum Experi-
ence ficou como disposto na figura [6.10}

(a) (b)

ql1] o)

A A 1)
ql2] [0 L 2 " g ’?

al3] o) /N‘\

at4] o)

<y

Figura 6.10: Circuito Quantum Half-Adder implementado na plataforma
IBM Quantum Experience. (a) Preparacao do estado inicial (substituir Id
por X para preparar estados |1)). (b) Circuito adaptado. Mapeamento de
qubits: ¢[0] = |¢) (ancilla), ¢[1] = |b) e ¢[2] = |a).

6.2.2 Simulagao do Circuito no IBM QE

Foram realizadas simulagoes do circuito [6.10] para todas as 4 combina-
¢oes de entradas na base computacional. Para cada entrada, a simulagao
consiste na execugao do circuito por 100 vezes, obtendo-se um histograma
dos resultados na base computacional. O nimero de disparos padrao é
100, mas é possivel configurar. O resultado das simulacoes encontra-se a
seguir.
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ab=00 ab=01 ab=10 ab=11

00000 00010 00110 00101

Figura 6.11: Simulagdo do circuito Quantum Half-Adder na plataforma
IBM Quantum Experience. Numero de disparos para cada entrada: 100.

Portanto, os resultados da simulacao podem ser reescritos na tabela

abaixo. Pode-se perceber que esses resultados correspondem ao disposto
na tabela verdade

Entrada | Saida
|xxab0) | |xxasc)

000 000
010 010
100 110
110 101

Tabela 6.3: Resultados da simulagdo do circuito Quantum Half-Adder.

6.2.3 Execucao do Circuito no IBM QE

O circuito foi importado para o computador IBM Q 5 Tenerife (ibmqx4)
por meio da interface IBM Quantum Experience. Foi realizada uma execu-
¢ao para cada entrada diferente, e cada execucao consiste em 1024 disparos
do circuito (esse nimero é configurdvel, podendo-se escolher entre as op-
goes: 1, 1024, 4098 e 8192). Os resultados encontram-se a seguir.
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ab=00 ab=01 ab=10 ab=11

450 400 400 350

400 3s0 350 300
350 300 300
300 250 250
250 200
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Figura 6.12: Execugao do circuito Quantum Half-Adder no computador
IBM Q 5 Tenerife (ibmgx4). Numero de disparos em cada execugao: 1024.

Percebe-se que os estados com maior nimero de contagens correspon-
dem aos estados esperados como resposta para o circuito. HEsses estados
estao resumidos na tabela [6.41

Entrada | Saida | Concordancia com simulacio*)
|xxab0) | |xxasc)

00000 00000 % =39,5%

00010 | 00010 o =27.8%

00100 00110 % =252%

00110 00101 % = 28,0%

Tabela 6.4: Execugdo do circuito Quantum Half-Adder no computador
IBM Q 5 Tenerife (ibmqgx4). (x) Percentual de disparos em que o circuito
se comporta como projetado.

Apesar de o estado esperado aparecer com maior frequéncia, a quan-
tidade de resultados espirios impede que o algoritmo se comporte como
projetado de maneira satisfatéria. Esses resultados indicam que é neces-
sario, para a tecnologia atual, utilizar corregao de erros no projeto de
algoritmos quanticos.



Apéndice

Elementos de Computacao
Classica

A.1 Introducao

Um computador digital é um sistema que pode seguir uma sequéncia
de instrucoes, chamada programa, e que opera em um conjunto de infor-
magoes. Os computadores digitais modernos sdo compostos de milhdes
a bilhoes de transistores, que se agrupam em circuitos digitais. Para li-
dar com a complexidade desses sistemas, os circuitos sao subdivididos em
circuitos menores, que realizam funcgoes especificas. Esses circuitos sao
considerados “caixas pretas”, em que se ignoram os detalhes internos, e
sao agrupados de forma a realizar funcées mais sofisticadas.

A engenharia trabalha com niveis de abstracdo; cada nivel corresponde
a omitir detalhes internos dos subsistemas constituintes, ou da camada de
abstragao anterior. Uma discussao mais detalhada sobre as camadas de
abstragao do computador serd realizada na se¢ao seguinte.

Para que o computador consiga operar em um conjunto de informagdes,
é necessario que essa informagao seja traduzida, ou, codificada, de forma
conveniente. O projeto dos computadores digitais se baseia em que as
informacoes de entrada do sistema, e mesmo as instrucoes a serem seguidas,
sao codificadas em bits.

Os bits sao variaveis que podem assumir apenas dois valores, rotulados
de 0/1 ou Verdadeiro/Falso, por exemplo. No computador digital, a tenséo
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elétrica é utilizada como bit; as tenses préximas a 0V sao consideradas
como bit 0 e as tensodes préximas a tensao de alimentagao do circuito
(normalmente 5V ou 3,3V), como bit 1.

Nas segoes seguintes alguns desses tépicos serdo detalhados. A énfase
serd nas ideias vinculadas aos sistemas digitais, no manejo da complexi-
dade por meio das camadas de abstragao e nos detalhes das camadas mais
préximas da camada fisica, com o objetivo de passar a ideia de como um
computador digital classico funciona. A finalidade é, também, comparar
esse paradigma de computacao com as ideias que estao surgindo na area
da Computagdo Quéantica. As principais referéncias dessa secdo sdo os li-
vros [8], |19] e |18] de Sistemas Digitais e o livro |13] de Organizacao de
Computadores.

A.2 Niveis de Abstracao

Na engenharia, uma maneira de lidar com a complexidade de sistemas
muito grandes é subdividi-los em subsistemas que possam ser descritos
de maneira mais simples, omitindo detalhes internos. Componentes mais
bésicos sao usados para projetar blocos que realizam fungoes simples. Esses
blocos passam a ser descritos apenas pela sua fungdo (como as saidas se
comportam em relagdo as entradas), e passa-se a ignorar sua estrutura
interna. Sistemas mais complexos podem ser projetados por meio desses
blocos. A cada vez que se agrupa os sistemas em blocos e passa-se a
ignorar sua estrutura interna, sobe-se um nivel nas camadas de abstra¢ao.
Quando se “abre” um sistema para analisar sua estrutura interna, passa-se
a camada de abstracao inferior.

Essa divisao em camadas de abstracao permite que o os diversos blocos
do sistema sejam projetados de forma paralela. Além disso, o projeto de
um bloco pode ser reaproveitado em outros momentos, no mesmo projeto
ou em outros. Outra vantagem é que o sistema passa a ser visto como
composto de uma quantidade relativamente pequena de subsistemas, e
nao mais de milhoes de transistores, cujo funcionamento em conjunto seria
virtualmente impossivel de descrever diretamente.

A figura a seguir ilustra as camadas de abstracdo presentes no computa-
dor digital. Dependendo do autor, as camadas de abstragao sao nomeadas
de maneira ligeiramente diferente ou sao consideradas algumas subcama-
das extra. Neste trabalho, a nomenclatura e as camadas de abstracao
consideradas seguirao a referéncia [8].
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Camadas de Abstracao

Linguagens de Programacao
Sistemas Operacionais
Instruction Set Architecture
Microarquitetura
Transferéncia de Registrador
Portas Logicas
Circuitos Transistorizados
Nivel Fisico

Tabela A.1: Niveis de abstracdo — um método 1til para lidar com a com-
plexidade de sistemas. As camadas de baixo sdo mais préximas do nivel
fisico e as de cima sdo mais abstratas. Fonte: [§]

A.3 Nivel Logico

O nivel légico refere-se a camada de abstracao imediatamente acima
da dos transistores. Os transistores sao reunidos em portas l6gicas. Nessa
camada de abstracao, os sinais de tensao na entrada e na saida sao inter-
pretados como bits, e as portas légicas que operam esses bits simulam as
fungoes logicas como OR, AND, NOT, entre outras

Nesse agrupamento em blocos os detalhes internos do circuito sao ig-
norados.

A.3.1 Algebra Booleana

As wvaridveis booleanas sao varidveis que podem assumir apenas dois va-
lores, rotulados como 0/1 ou Falso/Verdadeiro. Os bits sao sinénimos de
varidveis booleanas. As fungoes f: {0,1}" — {0,1}™, que levam um con-
junto de n bits em um conjunto de m bits, sdo chamadas func¢des booleanas.
As fungoes booleanas podem ser especificadas por expressoes matemaéticas
ou por uma tabela — a tabela verdade — listando todos os possiveis valores
de entrada e a saida atribuida a cada valor de entrada.

Algumas fungoes booleanas elementares sdo chamadas de portas 16-
gicas, ilustradas no tépico subsequente. As trés operacgbes basi-
cas da Algebra Booleana sdo +: {0,1}2 — {0,1}, -: {0,1}2 — {0,1} e
—: {0,1} — {0,1}, também chamadas de operacées OR, AND e NOT,
respectivamente.

A Algebra Booleana pode ser interpretada como descrigao de um sis-
tema légico em que hé apenas dois valores 16gicos — Falso/Verdadeiro ou
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0/1 — e as proposicoes légicas pode ser atribuido um e apenas um desses
valores.

Neste trabalho, o enfoque serd mais voltado as aplicagoes em sistemas
digitais. Um enfoque mais formal da &lgebra booleana pode ser encon-
trado em [4], capitulo 2, em que se define uma dlgebra booleana de forma

axiomatica.

A.3.2 Portas Logicas

As portas l6gicas sao fungoes booleanas simples, blocos fundamentais
dos circuitos digitais. As portas logicas mais importantes sao descritas
resumidamente nas figuras a seguir.

Nome Simbolo Equacao Tabela Verdade
X|F
NOT F=X 0|1
X —| >0——F
110

Figura A.1: Porta NOT.

Nome Simbolo Equacao  Tabela Verdade

AND X:D7F F=X-Y
Y

Figura A.2: Porta AND.

Nome Simbolo Equacao Tabela Verdade

OR X:D_F F=X+Y
b'd

Figura A.3: Porta OR.
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Equacao  Tabela Verdade

Nome Simbolo

Figura A.4: Porta NAND.

Nome Simbolo Equacao Tabela Verdade

NOR XﬂF F=X+Y
Y

Figura A.5: Porta NOR.

Nome Simbolo Equagao Tabela Verdade

XOR X:D*F F=XaY
Y

Figura A.6: Porta XOR (exclusive-OR).

0
1
1

Nome Simbolo Equacao Tabela Verdade

Figura A.7: Porta XNOR (exclusive-NOR).
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Nome Simbolo Tabela Verdade
F X|F G
FANOUT / COPY LC 010 O
1|1 1
G
X Y|F G
X F 0O 0|0 O
CROSSOVER / SWAP : : 0O 1|1 o0
1 010 1
Y G 1 11 1

Figura A.8: Outras portas légicas usadas implicitamente nos Sistemas

digitais: FANOUT / COPY e CROSSOVER / SWAP.

Qualquer sistema fisico que se comporte de maneira a fornecer uma
tabela verdade como as apresentadas acima pode ser considerado uma
porta logica.

A.3.3 Teoremas da Algebra Booleana

Apresentam-se algumas identidades booleanas titeis para simplificacao
de expressoes.

Teorema A.1 (Teoremas da Algebra Booleana para uma varidvel).
Valem as sequintes identidades:

X-0=0 X+0=X
X 1=X X+1=1
X - X=X X+X=X
X -X=0 X+X=1



A.3. Nivel Légico 159

Demonstracdo. As igualdades se verificam testando todos os casos:

0:0=0 (X=0) . o [Jor0=0 (X=0)

1-0=0 (X=1) T 140=1 (X=1)

_ {01:0(X:0) X+1_1.{0+1: (X =0)
1-1=1 (X=1) l1+1=1 (X =1)
X<X_XA{OO:O(X:O) 4x+X_<X“F+0:0(X=m
1-1=1 (X=1) 1+1=1 (X=1)

_ {Ol—O(X—O) X+X:ﬂ:{0+1—1(x—m
1-0=0 (X=1) 1+0=1 (X=1)

O

Teorema A.2 (Teoremas da Algebra Booleana para vérias varidveis).
Valem as seguintes identidades:

X+Y+2)=X+Y)+Z

(XY)Z=X(YZ)

X+Y=Y+X

XY =YX

XY+2)=XY+XZ

Distributividade (X +Y)Z=XZ+YZ
X+YV)(Z4+W)=XZ+XW+YZ+YW
X+XY =X

Outras X+XY=X+Y

X+XY=X+Y

Associatividade

Comutatividade

Demonstracdo. A verificacao se dé atribuindo valores as varidveis ou es-
crevendo a tabela verdade dos dois lados da equagao e verificando que o
resultado é o mesmo. Pode-se usar o teorema[A.1] para facilitar. Por exem-
plo, verifica-se a identidade do X(Y + Z) = XY + X Z:

Para X =0: 0(Y+Z)=0=0Y +0Z.

ParaX =1 1(Y+2)=Y+Z=1Y+1Z. O

Teorema A.3 (Teoremas DeMorgan).
Valem as sequintes identidades booleanas:

X+Y =

XY=

N\M

Y
+Y
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Demonstracao.
Mostrando X +Y = X - Y
X Y|X+Y X+Y |X Y XY
0 0 0 1 1 1 1
0 1 1 0 1 0 0
1 0 1 0 0 1 0
1 1 1 0 0 0 0

Os valores das colunas X +Y e XY coincidem, portanto vale a igualdade.

Mostrando X - Y = X +Y:
X Y| XY YIX Y X+Y
0 0 0 1 1 1 1
0 1 0 1 1 0 1
1 0 0 1 0 1 1
1 1 1 0 0 O 0

Como os valores das colunas X - Y e X +Y coincidem, igualdade é vélida.
O

A.3.4 Universalidade das Portas Légicas Classicas

Com apenas algumas das portas légicas apresentadas em pode-se
compor qualquer funcao booleana.

Teorema A.4 (Universalidade das portas OR, AND e NOT).

Uma fungao booleana f: {0,1}™ — {0,1}" qualquer pode ser implemen-
tada por uma composi¢io das portas légicas OR, AND e NOT (além das
portas SWAP e FANOUT).

Demonstragdo. Considere uma fungio booleana f: {0,1}™ — {0, 1}"™ qual-
quer. Basta fazer a demonstragao para n = 1. Considerando que esse
caso ja esteja demonstrado, e visto que pode-se usar a porta FANOUT
para copiar cada uma das m entradas o nimero de vezes que for necessa-
rio, pode-se implementar todas as n fungoes que retornam apenas 1 bit:
fi:{0,1}™ — {0,1}, ¢ = 1,2...,n. O caso analisado serd, entao, o de
uma funcao que retorna apenas n = 1 bit na saida.

Considere a seguinte notagdo. O vetor de bits (Ao, A1,...,Am—1), que
se pode representar pela justaposi¢do AgA; ... A, _1, pode assumir os 2™
valores 0...00, 0...01, até 1...11. Esses vetores podem ser identificados
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AgAq ... A1 Ntmero inteiro
0...00 | 0-27" ... 40-21+0-20= 0
0...01 | 0-27 4 ... 40-21+1.20= 1
0...10 | 0-27 14 ... 4121 4+0-20 = 2
0...11 | 0-27 14 ... 4121 4+1-20 = 3
1...11 [ 1-2m 4. 41.2041.20=9m _1

Tabela A.2: Correspondéncia entre vetor de bits AgA;...A,,_1 e o sub-
conjunto de nimeros inteiros sem sinal {0,1,2,...,2™ — 1}.

com a representagdo de numeros inteiros sem sinal na base 2 conforme
ilustra a tabela abaixo.

Com essa correspondéncia, passa-se a identificar o vetor de bits com o
numero inteiro sem sinal associado. Dessa forma, pode-se denotar f(0...11)
por f(3), por exemplo.

Sejam;: {0,1}™ — {0,1}, com i =0,1,...,(2" —1), dada por m;(i) =
lem;(j) = 0sei # j. Essas funcoes sdo chamadas minitermos, e assumem
o valor 1 para exatamente um vetor de bits de entrada.

Seja I = {i: f(i) = 1} o conjunto de entradas em que f assume o valor
1. Pode-se decompor f como a soma (OR) abaixo:

i€l

Essa soma adquire valor 1 exatamente quando algum dos minitermos m;
assume 1. Como os minitermos considerados sao os associados as entradas
em que f assume o valor 1, a soma assume 1 exatamente nas mesmas
entradas em que f assume o valor 1.
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A B C f A B C mo MMy My
00 0 010 0j]0 0 0| O 0 0
110 0 110 110 0 1] 0 0 0
210 1 011 210 1 0|1 0 0
310 1 110 310 1 110 0 0
411 0 0|1 411 0 0| O 1 0
5(1 0 110 51 0 1] 0 0 0
6|1 1 0|0 6|1 1 0| O 0 0
711 1 11 71 1 1] 0 0 1

Portanto: f = mg + my 4+ mr

Figura A.9: Exemplo: m = 3 bits e decomposicao de f.

Mas cada minitermo m; pode, por sua vez, ser implementado com
portas AND e NOT da seguinte forma. Considere ¢ fixo e seja i =
ApA;q ... A, _1, conforme a notagao adotada. Alguns desses m bits as-
sumem valor 0 e o restante, o valor 1. Denote por Ay os bits que assumem
valor 0 e A; os bits que assumem o valor 1, para certos conjuntos de indices
KelL.

Agora seja j = ByB;...B,,_1, que fard papel da entrada da funcao
m,. Considere o produto (AND) abaixo:

[15 I »

keEK leL

Essa fungdo assume o valor 1 apenas quando todos os termos do pro-
duto (AND) valem 1. Isso ocorre apenas para j = i, isto é, para Ay =
BO7 AN 7Am—1 = Bm—l- Portanto:

HE~HBl:mi(BO...Bm,1).

keK lelL
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A B C|A B C|ABC
oj,0 o oj1 O 1] O
1/0 0 1,1 O O} O
2|0 1 0|1 0 0| O
310 1 1|1 1 0] O
411 0 0|0 O 11| O
5(1 0 1[0 0 01| O
61 1 0|0 1 11| O
711 1 110 1 01| O

Para entrada 2: ABC=1-1-1=1

Para as outras entradas: hd pelo menos um 0 no produto (AND), o que
faz com que o resultado fique 0.

Portanto: mq = ABC.

Figura A.10: Exemplo: m = 3 bits e obten¢ao do minitermo ms.

Dessa maneira, os minitermos m; e a funcao f podem ser realizados
com portas OR, AND e NOT.
O

Observagdo A.5. Pelas leis DeMorgan, é possivel escrever a porta OR em
termos das portas NOT e AND

]
<

e é possivel escrever a porta AND em termos das portas NOT e OR fazendo

TY=T - Y=T+7Yy.

Dessa forma, pode-se excluir a porta OR ou a AND no teorema [A]] e
continua-se obtendo um conjunto de portas universal.

Teorema A.6 (Universalidade da porta NAND).

Uma fungao booleana f: {0,1}™ — {0,1}" qualquer pode ser imple-
mentada por uma composicdo de portas ldgicas NAND (além das portas
SWAP e FANOUT).

Demonstragdo. Pelo teorema [A4] qualquer fungdo booleana f pode ser
implementada por portas légicas OR, AND e NOT. Basta entao mostrar
que é possivel obter as portas OR, AND e NOT a partir da porta NAND.
Isso é possivel, como se pode observar a seguir:
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Porta NOT:
NOT(A) = A= A-A=NAND(A4, A)

Porta AND:

AND(A,B)=A-B=4-B = NOT(NAND(A, B))

Porta OR:

OR(A,B)=A+B=A+B=A4-B=NAND (NOT(A), NOT(B))

O



Conclusao

Consideracoes Finais

O presente trabalho trouxe uma abordagem da Computacao Quéntica
a nivel introdutério. Procurou-se abordar os principais pré-requisitos para
tornar o texto autocontido. Procurou-se formular um material multidisci-
plinar, com enfoque tanto nos aspectos teéricos como nos desdobramentos
atuais e nas expectativas de mercado. O objetivo do texto é trazer um
material de facil leitura para o iniciante nesse assunto, vindo de diversas
areas de Ciéncias Exatas.

Perspectivas

Pretende-se dar continuidade ao material, acrescentando-se novos topi-
cos, de forma a torna-lo uma referéncia 1til aos iniciantes em Computacao
Quéantica. Em particular, pretende-se acrescentar uma introdugao a Trans-
formada de Fourier Quantica e o Algoritmo de Shor, que é usado em um
procedimento para encontrar fatores primos de um nimero inteiro com um
desempenho superior aos algoritmos classicos conhecidos. Tem-se também
como perspectiva buscar algoritmos de interesse em problemas reais de
Engenharia e dreas aplicadas.

Espera-se que em um futuro proximo, os estudantes de graduagao da
UFSC possam ter como opgao em sua grade curricular um curso introdu-
tério de Computacao Quantica e que esse material possa contribuir para
alcancar esse objetivo.
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