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Satisfacao Booleana

- N

® Também chamado de Satisfazibilidade ou Satisfatibilidade Booleana
® Do inglés Satisfiability
® Problema da Satisfacdo Booleana

» Importante problema para o estudo da tratabilidade (o que é
possivel resolver em um computador utilizando um tempo
"razoavel's)

%tempo polinomial
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Sumario
f.. Parte 1 - O que é o problema SAT?
» Logica Booleana

#® Formas Normais Canonicas
» O problema SAT

® Parte 2 - Classes de Complexidade e a Importancia do SAT
» Classes P e NP
» Teorema de Cook-Levin
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Logica Booleana

-

® Descreve proposicoes simples
» Esta chovendo.
# O carro é branco.

® Uso de conectivos l6gicos para construir proposicoes compostas
# A vassoura nao esta no canto ou esta chovendo
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-

® As proposicOes simples podem ser representadas por meio de

Logica Booleana

-

variaveis loégicas, como p, ¢, r,... ou ainda p1, ps,...

® A sintaxe da logica booleana € a seguinte:

¥

Simbolos proposicionais: p1, pa, ..., p, (alfabeto infinito, mas
contavel)

Constantes: verdadeiro (T) e falso (L)

Conectivos l6gicos: 0 conectivo pode ser unario - negacao (—) ou
binarios - e (A), ou (V) e implicagao (—)

Parénteses.

|
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-

® A sintaxe da logica proposicional € definida em linguagem formal

Logica Booleana

-

BNF (Backus-Naur Formalism) como:

(Sentenga) := (Sentenca Atbmica) | (Sentengca Complexa)
(Sentenga Atbmica) == T | L
| pr [ p2 | | P
(Sentenca Complexa) ::= ({(Sentenca))
| (Sentenca) (Conectivo) (Sentenca)
| = (Sentenca)

(Conectivo) ::= VvV | A | —

|
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-

® A logica booleana lida com dois valores: verdadeiro ou falso

Logica Booleana

-

® A semantica da logica booleana € dada pela interpretacao da
formula de acordo com o valor verdade dos simbolos proposicionais
e com a aplicacao dos conectivos ldgicos

» Tabelas Verdade

p1 | 7P1 | P2 | P1/AP2 | P1 VP2 | P1 —> D2
F Vv F F F V
F| VvV |V F 1% %
V F F F Vv F
V| F |V % % 1%

|
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Logica Booleana

-

A construcao da tabela verdade apresenta o conjunto de
interpretacées possiveis para uma dada férmula ou proposicao
complexa

Se para todas as interpretacoes, o valor da formula é verdadeiro,
diz-se que esta formula € teorema ou uma tautologia

Se ha pelo menos uma interpretacao que torne a férmula verdadeira,
entao a formula é dita valida ou satisfazivel (do inglés satisfiable)

Se nao existe uma atribuicao de valores verdade que tornem a
formula verdadeira, entao esta féormula é insatisfazivel Ou uma
contradic&o.

|
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Logica Booleana

- N

® Podemos representar as formulas em logica proposicional em uma
forma normalizada utilizando unicamente os operadores {—,V, A}

® Formas Normais Canodnicas:
o Simplificar formulas complexas

o Em geral, primeira etapa dos procedimentos de demonstracao
automatica de teoremas

o |
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Formas normais canonicas

-

® Forma normal conjuntiva (ou forma clausal) - CN F
# conjuncao de disjuncobes

(PVag)A(=gVr)

# Formalmente
& aformula esta na forma

CinCoyN...C,
& onde cada clausula C; é uma disjuncéao de literais

LiNvVILyV...L,

& onde cada literal L; € um simbolo de predicado ou sua negacao
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Formas normais canonicas

-

® Forma normal disjuntiva (ou forma clausal dual) - DN F
# disjuncao de conjuncoes

(rA=p)V(gAT)

# Formalmente
& aformula esta na forma

Dy DyV...D,
& onde cada clausula D; € uma conjuncao de literais

LiNLaoAN...Ly
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Formas normais canonicas

-

® As formulas sao transformadas utilizando as relagdes de
equivaléncia

A — B = —-AV B (eliminacao da implicacéo)

——A = A (eliminacdo da dupla negacao)

—(AV B) = A A =B (lei de De Morgan)

—(A AN B) = —AV —B (lei de De Morgan dual)

AV (BANC)< (AV B) A (A vV C) (distributividade)
AN(BVC)< (ANB)V (AAC) (distributividade)

® As representacoes em formas normais sao equivalentes as formulas
originais
W =CNFyw = DN Fy
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Formas normais canonicas

- N

® Algoritmo Forma Normal Conjuntiva

o Eliminar todas as ocorréncias de A — B em W, substituindo-as
por —AV B.

» Reduzir o escopo das negacoes de maneira que soO restem
negacoes aplicadas a formulas atdbmicas. Para isto usar as
regras:

» Converter a férmula para a forma de uma conjuncéao de
disjuncoes usando a propriedade distributiva do operador Vv
sobre 0 operador A:

o AV (BAC) = (AVB)A(AVC), o
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Forma normal conjuntiva

f.’ Exemplo 1: T

# “Se chove entao eu ndo saio. Mas, se nao chove, eu saio e eu
tomo sorvete. Eu saio e tomo sorvete.”

representamos como: | transformando em CNF:

cC — 8 —cV S8
—c—> SNt cV s
SNt cVi

S

t
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Forma normal conjuntiva

-

® Exemplo 2:
® (pAg)— -
~(pAg) V-
—pV gV r



Forma normal conjuntiva

-

® Exemplo 3:
o p—(gN-(rVvs))

pV (g A=(rVs))
—pV (g N\ —-r A -s)
(=pV @) A(=pV =) A(=pV —s)



Problema da Satisfacao Booleana

- N

® O problema da satisfazibilidade ou satisfacao (SAT) em formas
normais conjuntivas consiste em determinar se a formula

Woene = C1 AN CoA, ... C,

é satisfazivel (do inglés “satisfiable”), ou seja, se ha uma
combinacao de valores para as variaveis tal que a férmula seja
avaliada como verdadeira.
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Problema da Satisfacao Booleana

- N

® Exemplos:
Wi ={(—-cV —s),(cVs),(cVt),(s),(t)}
W, é satisfazivel fazendo-sec=1,s=T,t=T
Wo ={(-pV gV -r)}
W5 é satisfazivel fazendo-se p=Loug=_Lour =1
Ws ={(=pVaq),(-pV-r),(-pV-s)

W3 é satisfazivel fazendo-se p = L
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Problema da Satisfacao Booleana

- N

® Mais um Exemplo: Dada a féormula:

Wy = {(p1Vp2Vps), (—p1Vp2), (mp2Vps3), (mpsVp1), (—p1V-p2V-ps)}

W, é satisfazivel?



Classes de Complexidade

- N

® Em Computacao a classificagao de um problema é de suma
importancia para determinar estratégias de solucao

® Se o problema é simples e "algoritmizavel"com baixo custo,
implementa-se a solugao

# Se o problema cresce de forma exponencial, técnicas heuristicas
ou estocasticas precisam ser aplicadas

o |
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Complexidade de Tempo

funcago | n =10 | n=20 | n=30 | n=40 | n=150 n = 60
n .00001s | .00002s | .00003s | .00004s | .00005s | .00006s
n? .0001s | .0004s | .0009s | .0016s | .0025s .0036s
n’ .001s .008s .027s .064s 125s 216s
n° 1s 3.2S 24.3S 1.7 5.2 13.0

min min min
2™ .001s 1.0s 17.9 12.7 30.7 366
min dias anos séculos
3" .059s o8 6.5 3899 2 x 10% | 1.3 x 1013
min anos | séculos | séculos | seéculos

|
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Classes de Problemas

- N

® Um problema € dito tratavel se € decidivel por Maquinas de Turing
em tempo polinomial em relacao ao tamanho da entrada

o MT decidem linguagens respondendo sim ou nao

s E preciso entao, dado um problema, modificar a sua formulacao
para se torne um Problema de Decisao

o |
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Problema de Decisao

- N

® SAT como um problema de Decisao

# dado um conjunto de clausulas W = {(C1, ...,C},} onde C; € uma
disjuncao de literais, ha alguma atribuicao de valores verdade
gue torne a férmula verdadeira?

o |
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Classes de Complexidade

- N

® Contudo tanto maquina de Turing Deterministica quanto maquinas
de Turing nao Deterministicas podem computar em tempo polinomial

®» P x NP

o |
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Classes de Complexidade

|7.. Classe P T

» Classe de problemas para os quais ha uma maquina de Turing
Deterministica M = (K, 3,1, 6, qo, accept, Qreject) QUE COMpuUta
em até p(n) passos. Onde p € um polindbmio e n € o tamanho da
entrada.

o |
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2-SAT esta na Classe P

- N

® Um algoritmo que computa 2-SAT em tempo linear foi apresentado
em 1979 por B. Aspvall, M. F. Plass, and R. E. Tarjan;

® O algoritmo consiste em representar a férmula W de entrada como
um grafo dirigido G, construido como segue:

» O conjunto de vértices de GG consiste de 2n vértices que
representam as variaveis de W e suas negacoes

» Cadaclausula (a v b) em W pode ser vista como duas
implicacdoes: —a — b e -b — a, produzindo arestas (—a, b) e
(b, a) no grafo

o WV éinsatisfazivel sse ha uma variavel = tal que G tem um ciclo
contendo x e —x

# para computar, basta computar as componentes fortementes
conexas do grafo.

o |

Satisfagdo Booleana — p. 26/30



2-SAT esta na Classe P
- -

® Ha outro método baseado em resolugdo que toma O(n?)

» 1. procure por clausulas unitarias ou por alguma variavel livre
(que aparece unicamente na forma positiva ou negativa)
e a.Facao(V)=T
& b. Omita da férmula tais clausulas, pois todas elas ja estao
satisfeitas

» 2. Procure por clausulas que tenham o literal oposto ao das
clausulas unitarias, remova estes literais das clausulas pois sua

interpretacao é falsa (¢(V') = 1), caso alguma clausula fique
vazia, retorne falha (a férmula € insatisfazivel)

# 3. repita 0 processo (passo 1) até nao ser possivel realizar mais
nenhuma eliminacido. Se o conjunto de clausulas ficou vazio,
retorne sucesso. Caso contrario:
& a. escolha uma variavel V qualquer e faga ¢(V) = T, volte ao
L passo 1.b. Se retornar falha, restaure a férmula e tente fazer J
»(V) = L. Se retornar falha, retorne falha (a férmula é

incaticfa=zival)
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Classes de Complexidade

-

|7.9 Classe NP

» Classe de problemas para os quais ha uma maquina de Turing
nao Deterministica M = (K, X, 1,6, Qo, qaccepts Greject) QUE
computa em até p(n) passos. Onde p € um polinbmioen é o
tamanho da entrada.

® Definicao Alternativa

» Classe de problemas que pode ser verificada em tempo
polinomial (por uma Maquina de Turing Deterministica)

o |
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Classe NP

- N

® Recordando: Uma MT nao deterministica decide uma linguagem L
se:

» Para cada sentenca de entrada que nao pertenca a linguagem L,
todas as computacdoes possiveis da MT devem rejeitar tal entrada

» Para cada sentenca de entrada pertencente a L, exige-se que
haja pelo menos uma computacao que aceite tal entrada
® a computacao nao deteministica forma uma arvore, onde:

® 0s veértices representam configuracoes e arestas representam 0s
pPassos

» escolhas nao deteministicas representam mais de uma aresta
partindo de um vértice

# a altura da arvore corresponde ao tempo (numero de passos)

o |
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Classe NP

- N

® Toda MT deterministica € um caso particular de uma MT nao
deterministica que nao possui multiplas escolhas em seus
movimentos, portanto

PCNP

o |
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